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Apresentacao

Em qualquer 4drea de atuacao que vocé se encontre, ela
sempre estard presente: a Matematica.

Seus conceitos sao tao basicos, que até mesmo a musica
pode ser convertida em expressdes matematicas. E uma cién-
cia tao universal, que todas as mensagens das sondas espaci-
ais lancadas até hoje sdo enviadas em linguagem matematica.

Em vista disso, o aprendizado da matematica é imprescin-
divel. Dessa maneira, levamos até vocé o Minimanual Com-
pacto de Matemadtica — Teoria e Pratica, ricamente ilustrado e
com inimeros exemplos para tornar a aquisicao desse conhe-
cimento mais facil e agradavel.

Este manual traz o conteddo do Ensino Fundamental, ex-
plicado em uma linguagem que tentamos tornar acessivel,
com inimeros exemplos de aplicagao dos conceitos ofereci-
dos de modo que vocé possa utiliza-lo para tirar suas dividas
e desenvolver no seu ritmo suas habilidades matematicas. O
Minimanual Compacto de Matemadtica — Teoria e Pratica traz
nocoes de Aritmética, Algebra e Geometria, com exercicios
de aplicagao cotidiana imediata, a fim de facilitar a resolugao
dos pequenos problemas do dia-a-dia.

Ha, também, no final deste livro, um encarte colorido, es-
pecialmente desenvolvido para fornecer a vocé nogdes sobre
como entender as contas que chegam a sua residéncia e nogoes
de economia, bem como a arte milenar do origami e o quebra-
cabecas de origem chinesa, o tangran, dentre outras leituras,
que ajudardo vocé a desenvolver sua criatividade e conheci-
mento matemdatico de uma maneira prazerosa e criativa.

Fica aqui a opinidao da autora: conhecer a Matematica é
conhecer melhor o mundo que nos cerca, de uma maneira cri-
tica e consciente.

Entdao, maos a obra!
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Capitulo

2

CONJUNTOS E SUA
LINGUAGEM

Conjunto nio possui definicdo, mas tem como noc¢do intuitiva
o agrupamento de qualquer tipo e quantidade de objetos.

Com esta nocao, podemos identificar alguns conjuntos, con-
forme os dados a seguir.

Exemplos

1. O conjunto dos dias da semana.

2. O conjunto dos meses
do ano.

3. O conjunto das
letras do nosso
alfabeto.

4. O conjunto das
matérias que vocé
esta estudando em
seu colégio.

5. O conjunto dos
estados do Brasil.

18
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Elemento é qualquer um dos objetos que compde o conjunto.

Com base nos exemplos sobre conjuntos, podemos obter os
seguintes exemplos.

1. Quinta-feira é um elemento do conjunto dos dias da sema-
na, pois quinta-feira compode este conjunto.

2. Dezembro é um elemento do conjunto dos meses do ano,
pois dezembro compoe este conjunto.

3. A letra a (alfa) ndao é elemento do conjunto das letras do
nosso alfabeto, pois oo nao compoe este conjunto, e sim o
conjunto das letras do alfabeto grego.

4. A matéria Matematica é um elemento do conjunto das ma-
térias que vocé estuda em seu colégio.

5. A Califérnia ndao é um elemento do conjunto dos estados
do Brasil, pois a Califérnia nao compoe este conjunto, e
sim o conjunto dos estados dos Estados Unidos da América.

REPRESENTACAO DOS CONJUNTOS

Os conjuntos serao designados ou identificados por letras
maiutsculas do nosso alfabeto e serdo representados entre chaves,
onde os elementos sao discriminados e separados por virgula:

A = {segunda, terca, quarta, quinta,
sexta, sabado, domingo}

ou entre chaves, baseado em uma propriedade comum de to-
dos os seus elementos.

A = {x | x é dia da semana}
B = {x| xé més do ano}
C = {x| x é letra do nosso alfabeto}

19
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D = {x| x é matéria que vocé estd estudando no seu colégio}

E = {x| x é estado do Brasil}

Opbservacao

Onde encontramos a simbologia x | x devemos ler da se-
guinte maneira: “x tal que x”, que possui o significado “o ele-
mento x deste conjunto deve satisfazer a condicao...”.

Os conjuntos podem ainda ser representados pelo chama-
do Diagrama de Venn como mostrado a seguir.

Segunda

Quarta

Sexta
Domingo
Quinta

Terca
Sabado

TIPOS DE CONJUNTO

Finito. E um conjunto que possui um nimero determinado de
elementos.

Infinito. £ um conjunto que possui um ndmero indeter-
minado de elementos.

Por exemplo: N = {0, 1, 2, 3, ...}
Unitario. E um conjunto que possui um Gnico elemento.
Vazio. E um conjunto que nio possui elementos.

Sua representacao é dada por:

e duas chaves sem elemento ({ }).
e pelo simbolo ().

20
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Veja o mapa do nosso pais abaixo:
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Vamos chamar de A o conjunto de todos os estados que
compoe o mapa do Brasil.

A = {Amazonas, Para, Roraima, Rondo6nia, Acre,
Tocantins,...}

Olhando para o mapa podemos dizer que o estado do Pa-
rand pertence ao conjunto A.

Em matematica existe
um simbolo que substitui
na frase a palavra pertence. < pertence

Notacao Lé-se

Da mesma maneira, podemos dizer que o estado da Cali-
férnia ndao pertence a A, pois a Califérnia é um estado dos Es-
tados Unidos.

Da mesma maneira, exis- N "
te um simbolo que repre- Notacdo SEOE
senta a expressao nao per- = ndo pertence
tence.

Vamos agora chamar de B o conjunto dos estados da re-
giao Sudeste do Brasil

B = {Espirito Santo, Minas Gerais, Sao Paulo,
Rio de Janeiro}

e de C o conjunto composto por alguns paises da América do Sul
C = {Argentina, Uruguai, Paraguai}

Para estabelecer relacoes entre os cojuntos usamos os se-
guintes simbolos.

Notacao Lé-se
C esta contido
D contém
oA nao esta contido
D nao contém

22
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Aplicando esses simbolos nos cojuntos A, B e C temos:
BCA

pois os estados da regiao Sudeste estao contidos entre os esta-
dos brasileiros.

ADB
pois o cojunto A contém todos os elementos de B.
Porém,
CZA
pois os paises da América Latina ndo estao contidos entre os
estados brasileiros.
E ainda,
ADC

pois o cojunto A nao contém os elementos de C.

Exercicios

1. Dados os conjuntos a seguir:

A = {segunda, terca, quarta, quinta, sexta, sdbado, domingo}

B = {janeiro, fevereiro, marco, abril, maio, junho, julho, agosto,
setembro, outubro, novembro, dezembro}

C=1{a b,c,defghijl mnopqrstu.yvx, z}

D = {Portugués, Matematica, Histéria, Geografia, Ciéncia,
Educacao Artistica, Inglés, Educacao Fisica}

E = {Alagoas}

preencha as lacunas com € ou €.

b) terca ..... B

23
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2. Escreva os conjuntos:
Exemplo: nimeros naturais
entre 10 e 15.
A={11,12,13, 14}

a) Nimeros naturais meno-

b) B={x&€ N|x=<7}
Lé-se B é o conjunto dos
ndmeros naturais que sao

menores ou iguais a sete.
c) C={xE N|x> 3}

res que 4 Lé-se C é o conjunto dos
b) Nimeros naturais entre ndmeros naturais que sao
99 e 102 maiores que 3.

c) Numeros naturais maiores d)D={xEN|x=10}
que 1.000. Lé-se D é o conjunto dos
ndmeros naturais que sao

3. Escreva quais e quantos sao 0s , L
maiores ou iguais a 10.

elementos de cada conjunto.

Exemplo: 4.SejaA={1,2,3,59},B=
A={x€eN|x=5}—-1{5,6, {2,3}e C=1{11, 12}

7,8, ...} Preencha as lacunas com C,
Este conjunto possui infini- D, ¢, D apropriado.
Ss/\eler?ergonil. x < 4] a) A...... B e) B...... C
= {x X
b) B...... A fy C...... B

Lé-se A é o conjunto dos
ndmeros naturais que sao
menores que 4. d

Observacdes
1. A relagao “estd contido” ou a sua negacao é utilizada do
menor para 0 maior conjunto.

2. A relagao “contém” ou a sua negacao é utilizada do maior
para o menor conjunto.

Subconjunto. Sejam N e M dois conjuntos. Dizemos que N é
subconjunto de M se, e somente se, N estd contido em M.

Opbservacao
O conjunto vazio é o menor subconjunto de qualquer con-

junto e o préprio conjunto é o maior subconjunto de um conjunto.

24
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Relagéo de igualdade

Sejam N e M dois conjuntos. Dizemos que N é igual a M se,
e somente se, N é subconjunto de M e M é subconjunto de N.
Exemplo

Se N=1{2,3,4,5}eM=1{5,2,4, 3}, entao N = M, pois
os elementos de N estaoem M (N C M) e os elementos de M
estaioem N (M C N).

OPERACOES COM CONJUNTOS

Uniado (reuniao). Sejam N e M dois conjuntos quaisquer. Des-
ta maneira, temos que a uniao entre os conjuntos N e M
(N U M) é um conjunto formado por elementos de N ou por
elementos de M.

NUM={x|x€E Nouxe M
Exemplo
Sejam os conjuntos
M=1{0,1,3,5le N={2,3,4, 5}
Desta maneira,
MUN=1{0,1, 2,3, 4,5}
Representando em diagrama temos:

3

Interseccao. Sejam N e M dois conjuntos quaisquer. Desta
maneira, temos que a interseccao entre Ne M (N N M) é um
conjunto formado por elementos que estao em N e M simulta-
neamente.

N
M

NNM={xeE|xENe xeM

25
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Exemplo
Sejam os conjuntos
N=1{2,3,45eM=1{0,1, 3,5}
Desta maneira,
NN M={3, 5}
Representando em diagrama

3

Se MN N =, entao M e N sao denominados conjuntos
disjuntos.

M

Opservacao

Diferenca. Sejam M e N dois conjuntos quaisquer. Desta ma-
neira, temos que a diferenca entre Me N (M — N) é um con-
junto formado pelos elementos que pertencem a M e nao per-
tencem a N.

M—-—N={x|x €Me x& Nj

Exemplo
Sejam os conjuntos
M=1{2,3,4,5le N={0, 1, 3, 5}.
Desta maneira,
M= N=1{0, 1}.
Representando em diagrama

D

M

26
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Exercicios

5. Represente os seguintes con-
juntos:

a) conjunto dos meses do ano
b) conjunto dos dias da semana

c) conjunto dos dias da se-
mana que comegam por ¢

d) conjunto dos dias da se-
mana que comegam por x

6. Dado o conjunto A = {0, 1, 2,
3}, determine todos os subcon-
juntos dele.

7. Dado o conjunto A = {0, 1, 2,
3}, complete as sentencas a se-
guir de modo a torna-las sem-

pre verdadeiras, usando os
sfmbolos e & C, D ¢, D:

a) 0 b) 1...A

c) 4 d)7...A

e) {O 1} LA ALL{O, 1}
g) {0} .. h) A.... {0}

i A {7} ) {0,1,2,8..A

. Dados os conjuntos:

= {0, 1, 3}
B = {0, 3, 5}

= {3, 7, 8}
determine:
a) AU B b) AN B
c) AUC dANC
e) BUC fy BN C

Respostas

1.a) € d) e
b) & e) &
C) & f) e

2.a)A=1{3,2,1,0}
b) B = {100, 101}
c) C={1.001, 1.002, 1.003, ...}

3.a)A=1{3,2,1, 0}
4 elementos
byB=1{7,6,5,4,3,2,1, 0}
8 elementos

c)C=1{4,5,6, ...}
infinitos elementos

d)D={10, 11,12, ...}
infinitos elementos

) C e) D
b) D f)y D
c)D g) D
d) ¢
5. a) M ={janeiro, fevereiro, mar-
co, abril, maio, ..., de-
zembro}
27
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b) D ={segunda-feira, terca- 7.a) € e) C h) O

feira, ..., domingo} b) € fy D i) 2
c) T ={terca-feira} ) & g) C A
d)X ={ lou @ d) &

6. Dado: A={0, 1, 2, 3}
8.a) AUB=1{0,1,3}1U{0, 3,5} =

l) Subconjuntos com ne- =10,1,3,5)
nhum elemento: { }
II) Subconjuntos com um b)ANB=1{0,1,31N1{0, 3,5} =
Unico elemento: = {0, 3}
0 {13 12) 3} c)AUC=1{0,1,3}U{3,7,8} =
[11) Subconjuntos com dois =1{0,1,3,7,8}
elementos:
(0,1} {1, 2} {2, 3} d)ANC={0,1,31N{3,7,8 =
{0, 2} {1, 3} = {3}
10, 3} e)BUC={0,3,5lU{3,7, 8} =
V) Subconjuntos com trés ~10,3,5,7, 8)
elementos:
{0, 1, 2} {0, 2, 3} {1, 2, 3} fy BNC=1{0,3,5}N{3,7,8}=
{0, 1, 3} = {3}
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OPERACOES NO
CONJUNTO DOS
NUMEROS NATURAIS

Somando numeros naturais

Para todo a, b, € N, existe um Unico c € N, de modo que
a+ b= c,onde a, b sao denominados parcelas e c é denomi-
nado soma ou total. Assim, dizemos que a adicao de dois nu-
meros naturais € sempre um nimero natural.

Exemplo 315
+ 208

523 soma ou total

> parcelas

Propriedades da adicéo

1. Comutativa. Para todo a, b € N temos que: a + b= b + a
Exemplo:3 +5=5+3 =38

2. Elemento neutro. Existe o elemento neutro aditivo em N,
que é o zero, de modo que para todo a € N temos que:
a+0=0+a=a
Exemplo:9+0=0+9=9
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3. Associativa. Para todo a, b, c € N temos que:
(@a+b)+c=a+(b+c)
Exemplo: (12 + 4) +3=12 + (4 +3) =19

Exercicios

1. A tabela a seguir mostra os precos de alguns produtos no super-
mercado Zastras:
carnede 1*  R$ 6,00 o kg

arroz R$ 1,00 o kg
feijao R$ 2,50 o kg
macarrao R$ 0,90 o pacote
oVvos R$ 2,00 a ddzia
iogurte R$ 3,00 o litro

leite em p6  R$ 2,30 a lata

a) Se vocé for fazer uma compra nesse supermercado e adquirir
cada um dos produtos destas lista, quanto gastara?

b) Se vocé quiser comprar apenas um quilo de feijao, um litro de
iogurte e um quilo de carne, quanto gastara?

2. Preencha as lacunas com os sinais >, < ou =.
a) 235 + 428 ... 427 + 236
b) 1.289 + 725 ... 644 + 1.490
c) 10.849 + 13.720 ... 11.452 + 5.813

3. Em tridngulo mégico, a soma dos 3 nimeros de cada lado é sem-
pre a mesma. Preencha entdo os espagos em branco com os nu-
meros 4, 5, 6, 7, 8, 9. Sabendo que o nimero magico desse trian-
gulo é 18.

18

()
5 () 6

4. Observe a seguinte tabela de distancias:
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9 S S
& o 2 & o <
S r§ Q 3 “ N 3 s S

L § & € §F &§ F I £ 5 F 2
Americana 2660 204 3479 545 1971 205 208 2845 133 2664 465 993
Anapolis 2380 662 2971 1296 1679 1045 1052 2005 973 1937 407 1386
Aracaju 501 2206 4848 1055 356 2249 2086 1578 2177 1142 2137 1408
Aracatuba 2919 331 3333 942 2231 604 595 2699 532 2631 487 1382
Araraquara 2671 89 3328 694 1983 354 357 2694 282 2565 364 1134
Bagé 4164 1670 4433 1938 3475 1566 1601 4219 1494 4132 1931 2386
Barretos 2715 127 3172 852 2027 510 513 2538 438 2470 287 1158
Barbacena 2238 612 3742 273 1550 604 504 2916 532 2482 699 597
Barreiras 1572 1342 3759 1784 883 1723 1723 1577 1651 1141 1071 1874
Bauru 2796 228 3398 755 2108 417 413 2764 345 2696 489 1208
Belém 2074 2622 4931 3250 2100 3005 3008 806 2933 947 2367 3108
Belo Horizonte 2061 523 3584 434 1372 658 611 2738 586 2302 556 524
Blumenau 3326 939 3927 1096 2633 728 758 3488 656 3401 1200 1548
Boa Vista 6483 4445 2230 5159 5794 4828 4833 6120 4756 6052 4190 5261
Brasilia 2220 706 3123 1148 1531 1087 1087 2157 1015 1789 435 1238
Cachoeira de ltapemirim 2027 1153 4214 406 1338 839 676 2743 767 2307 1186 139
Campina Grande 191 2629 5371 2370 879 2772 2609 1530 2700 1094 2660 1931
Campinas 2665 238 3513 511 1982 171 174 2879 99 2698 497 959
Campo Grande 3332 930 2684 1444 2653 1086 1107 2979 1014 2911 894 1892
Campos 2130 996 4142 279 1441 765 602 2846 693 2410 1089 242
Caruaru 134 2495 5237 2444 745 2638 2475 1561 2566 1011 2526 1797
Cascavel 3433 846 3315 1333 2746 980 999 3279 908 3211 1067 1786
Caxias do Sul 3652 1215 4203 1426 2963 1054 1089 3764 982 3677 1476 1874
Chuf 4294 1857 4711 2068 3605 1696 1731 4406 1624 4319 2118 2516
Corumba 3739 1327 3031 1841 3050 1483 1504 3376 1411 3308 1291 2889
Criciima 3561 1174 4162 1330 2868 963 993 3723 891 3636 1435 1783
Cuiabd 3341 1303 1990 2017 2652 1686 1689 2978 1614 2910 1048 2119
Curitiba 3078 681 3669 852 2385 480 515 3230 408 3143 942 1300
Dourados 3515 906 2902 1503 2826 1078 1103 3272 1006 3129 1060 1884
Feira de Santana 805 1784 4526 1533 116 1918 1764 1483 1846 1047 1816 1124
Sao Paulo 2660 319 3604 429 1962 72 97 2970 - 2792 590 882

Responda:

a) Quantos quilédmetros deve percorrer alguém que quer ir de Ri-
beirdao Preto a Belo Horizonte?

b) Suponhamos que Mdrio em suas férias tenha resolvido visitar de
carro alguns de seus parentes. Se ele mora em Sao Paulo, quantos
quildmetros devera percorrer para visitar seus tios que moram em
Corumba? Se estando em Corumbd ele resolve visitar um primo,
que ha muito tempo nao vé, em Sao Luis, quantos quilédmetros de-
vera percorrer? Depois de tanto viajar, quantos quilometros Mario
devera percorrer para voltar a Sao Paulo?

c) Quantos quilémetros ele percorreu no total?
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SUBTRAINDO NUMEROS NATURAIS

Sejam dois nimeros a, b € N. Se existir um ¢ € N de modo
que b + ¢ = a, entao temos a — b = ¢, onde a é denominado
minuendo, b é o subtraendo e c é a diferenca ou resto.

Exemplo

225 minuendo

— 13 subtraendo
212 diferenca

ou resto

Exercicios

5. ldentifique a propriedade que
estd sendo aplicada:
a) 7 +5=5+7

b) 74 + 0 =74
c)2+3)+4=2+ (3 + 4)
d4+8=8+4
eem+0=m meEN

fy 27 +0 =27
gg5+6+7)=05+6)+7
hYya+ b=b+a aebeN

6. Verinha acabou de receber
sua mesada. Ela somou o va-
lor que recebeu a algumas
economias que ja tinha, fi-
cando com R$ 45,00. Ela es-
tava economizando para
comprar um livro que custa-
va R$ 14,00, um CD que
custava R$ 16,00 e com o
restante ela compraria um
presente para sua irma que
faria aniversario em breve.
Perguntas:
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a) Quanto ela gastou com o
CD e o livro?

b) Quanto restou para o pre-
sente da sua irma?

7. Preencha com os sinais de
> <e-=.
a) 1.314 —134...1.418 — 215
b) 234 — 131 ...314 — 211
c) 418 — 124 ... 735 — 614

8. A seguir estao os nomes e as
datas de nascimento e morte
de alguns cientistas famosos:

George Boole (1815-1864)
Pierre de Fermat (1601-1665)
John Napier (1550-1617)
Nicolau Copérnico (1473-1543)
Simon Stevin (1548-1620)
Leonardo Fibonacci (1175-1250)

Perguntas:
a) Quantos anos viveu Pierre
de Fermat?



b) Quem teve uma vida mais
longa, John Napier ou Ni-
colau Copérnico?

c) Qual dentre esses seis im-
portantes contribuintes pa-
ra o desenvolvimento da
matematica teve uma vida
mais longa?

9. Numa subtracao sao dados:
o minuendo igual a 374 e a

10.

11.

diferenca, a 126. Calcule o
valor do subtraendo.

Numa subtracao sao dados:
o subtraendo igual a 327 e a
diferenca, a 36. Calcule o
valor do minuendo.

Numa subtracao sao dados:
o subtraendo igual a 27 e o
minuendo igual a 108. Cal-
cule o valor da diferenca.

MULTIPLICANDO COM NUMEROS NATURAIS

Para calcularmos quantos alunos ha nesta sala de aula,

poderiamos proceder da seguinte maneira: somar os alunos

de cada fileira, ou seja,

5+45+5+5+5+5=30

ou contar o nimero de parcelas iguais a 5 e multiplicar por 5,

assim

6 X5 =
L

n° de
parcelas

30
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De um modo geral, sejam a, b € N. Assim, a multiplica-

cao entre ae b é igual a adicao de a parcelas b.

ab=b+b+..+b

a parcelas

ae bsao chamados de fatores e o resultado obtido é denomi-
nado produto.

1.

2.

34

. Associativa

. Distributiva da multiplicagdo com

Propriedades da multiplicagéo

Comutativa

A ordem dos fatores nao altera o produto, ou seja, a-b=>b - a
para todo a, b € N.

Exemplificando, temos:

3X4=4X3=12

Elemento neutro

Existe o elemento 1, tal que qualquer nimero natural multipli-
cado por 1 é sempre o proprio nimero, ou seja, 1 -a=a- 1,
para todo a € N.

Exemplificando, temos:

1X3=3X1=3

Pode-se associar dois fatores quais-
quer sem que o produto seja altera-
do, isto é, para todo a, b, c € N, te-
mos que:

(@-b)y-c=a-(b-o.
Exemplificando, temos:

7 X (3 X5)=(7X3)X5=105

referéncia a adicao
3XA4+2)=3X4+3X2
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Opbservacao

12.

O zero como fator anula o produto.

Exemplificando, temos:

a) 74 X 87 X193 X0 X 36 =0

b)7 +4X0=74+0=7

Exercicios

O desenho a seguir representa
um crondémetro (aparelho uti-
lizado para marcar o tempo):

Sabendo que 1 dia tem 24 ho-

ras e 1 hora tem 60 minutos,

responda:

a) Quantos minutos tem um
dia?

b) Quantas horas tem um més?

c) Quantos minutos tem um
meés?

d) Quantas horas tem um
ano de 365 dias?

e) Quantos minutos tem um
ano de 365 dias?

13. José precisa comprar roupas

novas pois vai comecgar a tra-
balhar e exigem que ele se
apresente bem. Ele entrou em
uma grande loja de departa-
mentos e escolheu 2 calcas

14.

de R$ 25,00 cada; 3 camisas
de R$ 15,00 cada; 1 blusa de
|a de R$ 40,00 e 2 pares de
sapatos de R$ 30,00 cada.
Quanto José gastou?

Quantos quadradinhos ha no
retangulo a seguir:

15.

Identifique a propriedade que
estd sendo aplicada:

a) 7 X9 =9 X7

b)7 X1 =7

c) 7 X(B8X9)=(7X8) X9
d) 7X@8+9=7X8+7X9
e)2 X (3X4)=(2X3)X4
fy 6 X1=6

g) 74 X 27 = 27 X 74
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DIVIDINDO COM NUMEROS NATURAIS

Vové Ignes comprou 3 caixas de bombons e deseja dividi-
los igualmente com seus 9 netos. Em cada caixa hd 27 bom-

Primeiro ela devera descobrir quantos bombons tem no to-
tal: 27 X 3 = 81 e depois dividi-los por 9:

Portanto, ela deverda dar 9 bombons a cada neto.
Cada posicao da divisao feita anteriormente possui um
nome especifico, como mostrado a seguir:
DIVIDENDO (D) ‘ DIVISOR (d)
RESTO (R) QUOCIENTE (Q)

Diviséo exata

Dados dois nidmeros A, B& N com (B # 0), define-se como
divisdo exata de A por B se existe um UGnico nimero C € N, tal
que: A = B - C, ou seja, se o resto é nulo.

Exemplificando, temos:
48 | 16
0O 3
Sendo R =0
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Diviséo néo-exata — quociente aproximado
Se efetuarmos 13 : 6, observaremos que nao existe um nu-

mero natural que faga com que essa divisao seja exata, pois o
resto é diferente de zero. Ou seja,

divisao, obtemos:

13 | 6
1 2
R =1

Assim:2 X6+ 1 =13
ldentificando os elementos da

D=13|
d=6
rdX Q+R=D
Q=2
R =1

Algumas informagbes importantes a respeito
da diviséo

1. O divisor deve ser sempre diferente de zero (d # 0)
2.Se:D=0ed#0, entdao Q = 0
3.5e: D =d, entao Q = 1
4.Se:D=0ed=1, entao Q = D
5. Na divisao nao-exata: R < d
s @
Exercicios
16. A Lua d4d uma volta comple- (Considere o ano com 364
ta em torno da Terra em dias)
aproximadamente 28 dias. 17. Aluzviajaa300.000 quilome-
Quantas voltas aproximada- tros por segundo. Se o planeta
mente ela dard em torno da Marte se encontra a aproxima-
Terra em 1 ano? damente 240.000. 000 km do
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18.

19.

Sol, quanto tempo (em segun-
dos) demorara para que a luz
proveniente do Sol alcance
Marte?

O Uruguai, pais que faz fron-
teira com o Brasil, possui apro-
ximadamente 175.000 km* de
extensdo. Se |4 a populacao é
de aproximadamente 3.500.000
habitantes, qual a densidade de-
mografica desse pais? (Den-
sidade demografica = n° de ha-
bitantes/km?).

Efetue as divisoes, identifican-
do os elementos delas se-
gundo a seguinte simbologia:
D = dividendo;

d = divisor;

Q = quociente;

R = resto.

Exemplo:

25 : 4

25 4

1 6
D=25d=4,0Q=6,R=1
a) 17 : 2 f) 37:0
b) 27 : 4 g) 0 :37
c)25:3 h)y 27 : 27
d) 87 : 12 i) 127 : 1
e) 123 : 22

20. Aplique a propriedade D =

= d X Q + R nas alternati-
vas propostas no exercicio
anterior.

Exemplo:

a) 17 =2 X8+ 1

POTENCIACAO COM NUMEROS NATURAIS

F o caso particular da multi-
plicacao quando os fatores sao

todos iguais. Por exemplo:

3 X3 X3 X3 X3 =243

Esse produto pode ser ex-
presso dessa maneira: 3°, onde
3 é chamado de base e indica o
fator que esta sendo repetido, e
5 é chamado de expoente e in-
dica a quantidade de fatores 3.
O resultado da operacao, 243,

é chamado de poténcia.
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Genericamente: Se AE N e n € N (n = 2), poderemos

escrever:

AXAXAXAXAX . XA=A"

n fatores

Exemplificando, temos:
. 3>=3X3X3X3X3=243
. 72 =7 X7 =49
. 0°=0X0=0

IV. 1P =1 X 1T X1X1TX..X1=

18 fatores

™

Uma das lendas do jogo de xadrez.

Assim, o rei chamou o

darei como recompensa pela
tua invencao”.

A que o inventor respon-
deu:

“Da-me pela primeira ca-

ando até a 642 casa”.

fosse paga.

Conta-se que um rei que gostava demais do jogo de xa-
drez resolveu compensar o inventor deste jogo.

inventor e perguntou a ele: WA dVUDéAW
“Peca o que quiser e eu te b4 Bd B B ¢

sa do tabuleiro um grao, 11ttt
pela segunda dois, pela ter-
ceira trés, e assim continu- ] ‘ ‘ WCD ‘ ’ k&

O rei, achando que o pedido era facil de ser atendido,
concordou imediatamente e mandou que a quantia em graos

_J
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Acabou entretanto descobrindo que todos os celeiros
reais nao seriam suficientes para pagar a quantia pedida
pelo inventor, pois:

1% casa do tabuleiro — 1 grao

2% casa do tabuleiro — 2 graos

3? casa do tabuleiro — 2 X 2 = 4 graos

42 casa do tabuleiro — 2 X 2 X 2 = 8 grados

e assim sucessivamente até

2% —1 = 18.446.744.073.709.551.615 grios!

P ——————— T ———————————
N ———————————————————

(
{

Propriedades relativas as poténcias da
mesma base

1. Para multiplicar poténcias da mesma base, conserva-se a
base comum e adicionam-se os expoentes dos fatores indi-
+ .
cados: a" - @™ = a" " ™. Assim, temos:

24 %x 23 =2%"3 =27 =128

2. Para dividir poténcias de mesma base, conserva-se a base

comum e subtraem-se os expoentes dos fatores na ordem
n

indicada: =b"""™ com b # 0. Assim, temos:

m
2.2 =2 =2"=2
3. Para elevar uma poténcia a um outro expoente, eleva-se a
base a um expoente expresso pelo produto dos expoentes
dados (a")" = a"" ™. Assim, temos:
(2% =2""*=2"=4.09

4. Para elevar uma operacao de multiplicacao a um deter-
minado expoente, eleva-se cada fator a esse expoente
@" - b™M"'=a"""- p" " Assim, temos:

3X 42 =3"%X4>=9X 16 =144

A mesma propriedade se aplica a divisao ( Zm ) = Z”'r
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Expoente zero

Qualquer nimero natural, diferente de zero, elevado a ex-
poente 0 é igual a 1.

A°=1comA+#0 AEN

Exemplificando, teriamos:

79 =1:43)° = 1; 0° é indeterminado
Potenciagéo de expoente umm
Qualquer nimero natural elevado a expoente um é igual ao

proprio ndmero natural, ou seja, para todo a € N temos que:
a'=a
Exemplificando, temos:
7'=7; (43)'=43; 0'=0

Poténcias notaveis de base decimal

Sdo assim denominadas as poténcias cuja base é o nume-
ral 10.

Assim, temos:
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Assim varios nimeros muito grandes,especialmente aque-
les usados em Astronomia ou em Fisica, podem se escritos de

maneira simplificada.

Aqui estao alguns exemplos de grandezas astrondmicas
que podem ser simplificadas com o uso da poténcia de 10:

Distancia média da Terra ao Sol:

150 X 10° km ou 150.000.000 km

Massa da Terra:

6 X 10°*kg ou 6.000...

Massa da Lua:

H_J
24 zeros

74 X 10*" ou 7.400...

%,—J
21 zeros
s, @
Exercicios
21. Calcule as seguintes potén- a) 5” x 5* b) 3° X 3°

C|as,3 indicadas: - Q) 74 X 72 d) 57 ;5
a) 2 ) 3 5. 93 4. 52
o 53 d) 4 e)3.32 f)7.73
e) 16 f 20° g) (2 X 5) h) (10 : 5)

. 8 . 98
g) 332 h) 1022 1) 2°:2
i) 8° j) 8' 23. Escreva os nimeros a seguir
h 0 usando poténcias de 10

22. Aplique as propriedades da
potenciacao nos exercicios a
seguir:
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RADICIACAO DE NUMEROS NATURAIS

A igualdade 8° = 64 indica que se elevarmos o niimero 8 ao ex-
poente 2 (quadrado) obteremos a poténcia de valor 64. Isto quer di-
zer que se extrairmos a raiz quadrada de 64 teremos como resulta-
do da operacao o valor 8. Esse valor é chamado de raiz quadrada.

8° = 64— 64 =8
Veja o quadro ao lado:
Cada um dos elementos tém um nome especifico. Sao eles:

n — indice da raiz

A — radicando _— —

a —  raiz n A —a
\/> — radical

Exemplificando, temos: —

125 =5, pois 5° = 125 Y
243 =3, pois3° =243 =
S |

0

s

RESOLUCAO DE EXPRESSOES ARITMETICAS

A resolugcao de uma expressao aritmética se faz proceden-
do da seguinte maneira:

e Primeira fase: resolvem-se as operagdes que estiverem
entre os parénteses (), depois os colchetes [ ] e finalmente as
chaves { }, sempre a partir dos mais internos, que geralmente
sao 0s parénteses (), para os externos.
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e Segunda fase: ordem das operagoes:

Grupo | — adigao e subtracao
Grupo Il — multiplicacao e divisao
Grupo Il — potenciacao e radiciagao

Caso hajam duas operacoes de um mesmo grupo, resolve-
se primeiramente a que primeiro aparecer. Caso hajam duas
operagoes de grupos distintos, resolve-se primeiramente as do
grupo Ill, depois as do grupo Il e finalmente as do grupo I, le-
vando-se sempre em conta as posigoes que as operagoes OCu-
pem com referéncia a primeira fase.

Exercicios Jlus¥rativos

1.44+42X8—-3X5~—1
=4 +16— 15— 1
=20 - 15 — 1
=51
=4

2.36 +(5X4-3X6)X2—-2X4

=36+ (20— 18) X2 -2 X 4
=36+2X2—-2X4

=36+ 4 — 8
=40 — 8
= 32

3.107 = {27 + 36 =2 X5) - [2+3 X (4 —2)] — 1}
=107 — {27+ (36 —10) — [2 + 3 X 2] — 1}
=107 = {27 + 26 — [2 + 6] — 1}

107 — {27 + 26 — 8 — 1}

107 — {53 — 8 — 1}

=107 — {45 — 1}
=107 — 44 L
=63 B oy
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4.

24.

2447 (2X5=3)X[34+2°%X (17 +2%] +5°:71
=2+16:2X5-9) X[3+4X(17+8)]+125}: 71
={2+16:(10—=9) X [3+ 4 X25] +125}: 71
={2+16:1X][34+100] + 125} : 71
={24+16:1X103 + 125} : 71

={2+ 16 X 103 + 125} : 71

= {2 + 1.648 + 125} : 71

= {1.650 + 125} : 71

= 1.775 : 71

=25

Exercicios

Resolva as seguintes expressoes aritméticas:
a) (21 +3)+ (32 +5) + (48 +3) +1

36 +2)+ [25 + (22 + 4) + 1]

32 +25) + {42 + [17 + (28 + 12)] + 4}

b) (
(
(42 +27)— (21 —2)+5
(
(
(

)
C)
d)

)

e
f)

36 —2)+[28 — (12 +4) + 7]

27 +35) — {36 +[17 — (28 — 12) + 12]}

g) (28 —4X3)—(18—-5X3)—-5

h) [43 + (3 +2 X 7) X2 —45] X2

) {44—[(32—27)><3—2]><2}+(46—27)><3

) 16 —5X2):3+(17+15):4
) 20—-5X3):5+[(128 —-97)—8X2]:3
)(37—4><8)><5+2 (36 —18) : 3 — (5 X3 +1): 4]
)

n 25 —5X4):5+{[37 —(6 X5+4X1)]:3+ 4}

0){[57+R20:5+2)]:3X2+1)}xX2

)2 X8 —4X5):7+2%+1)

) (4 X8 —6):2" =5
[4x2+06—2x9+2xm:¥+1

{5°+ (3> +2)x2]:3—-1}:2"+3

0O O

r)
S)
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Respostas

>
o)

523 km,
1.411 km, 3.376 km, 2.970 km.
7.757 km

o

@

comutativa
elemento neutro
associativa
comutativa
elemento neutro
elemento neutro
associativa
comutativa

R$ 30,00
R$ 15,00

~— — — ~— ~— ~— — ~—

>0 O 06O T o

T T & T0
VoA

@)

~— — — ~— ~— ~— ~_~ ~— ~ ~—

64 anos
Nicolau Copérnico
Leonardo Fibonacci

a
b

C
9.248
10. 363

11. 81
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12.a) 1.440
b) 720

c) 43.200

d) 8.640

e) 518.400

13.R$ 195,00
14.154

15. a) comutativa
b) elemento neutro
C) associativa
d) distributiva em relacao a
adicao
e) associativa
f) elemento neutro
g) comutativa

16. 13 voltas

17. 800 segundos

18. 20 hab/km®
19.a)D=17;d=2;, Q= 8§;

R=1
b)D=27,d=4;, Q=6;
R=3
c)D=25d=3;, Q=38;
R=1
d)D=87,d=12;, Q= 7;
R=3
e)D=123;d=22; Q=5;
R=13

fy D=137,d=0; Qnao é
possivel, poisd = 0
gD =0,d=37,Q=0;

R=0



20.

21.

hyD =27, d =27, Q= 1,
R=0

)D=127,d=1, Q=127
R=0

a)17 =2 X8 + 1
b)27 =4 X6 + 3

c)25 =3 X8+ 1
d)87 =12 X7 +3

e) 123 =22 X5+ 13

f) ndo é possivel (d = 0)
2)0=37X0+0

h)27 =27 X1+0

1) 127 =1 X127+ 0
a)8 b)9

c) 125 d) 16

e) 256 f) 8.000
2) 1.089 h) 10.404
i) 1 )8

) o

23.

24.

)57+4 — 511
c) 74+2 _ 76
e) 35—3 — 32
g) 2% X 5°
i) 2878 = 90
a)75 x 10*
b)2 x 108
c) 125 x 10°
a) 113
b) 90
c) 160
d) 55
e)53
f) 13
g) 8
h) 64
i) 75
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mr—

DIVISOR DE UM NUMERO

A professora de gindstica de uma escola estd organizando
um desfile de comemoracao do dia da Independéncia do Bra-
sil, o 7 de Setembro, e para tanto ela dispoe de 21 alunas. De
quantas maneiras diferentes ela poderia agrupar as meninas?

Capitulo 4



A resposta é de quatro modos distintos, formando os agru-
pamentos a seguir:
21 grupos de 1 menina
7 grupos de 3 meninas
3 grupos de 7 meninas
1 grupo de 21 meninas
Com isso chegamos a conclusao de que os pares (21, 1),
(7, 3),(3,7)e (1, 21) sao os fatores de 21. Nesse caso, os nu-
meros 1, 3, 7 e 21 que, quando dividem o nidmero 21, deixam
resto zero sao chamados de divisores de 21.
Para determinarmos o conjunto dos divisores de um nime-
ro qualquer, devemos efetuar a divisao dele por todos os nu-
meros de 1 até ele e reunir aqueles cuja divisao for exata.

Assim, temos:

5) ,
D27)=1{1,3,9, 27}
Opservacoes

1. O conjunto dos divisores de um nimero é finito.
2. O 1 é o menordivisor natural de todos os nimeros.
3. Todo nimero natural diferente de zero é divisor de si mesmo.

Y .
Exercicios

1. Quais sdo os pares de nime- Exemplo: D(12) =1, 2, 3, 4,
ros naturais que tém como 6, 12.

produto os nimeros a seguir:

2. Responda com V (verdadei-
Exemplo: 12 = (1, 2), (2, 6),

ro) ou F (falso)

(3,4), (4,3),(6,2)e (12, 1) a) () 25 é divisor de 100,

a) 16 pois 100 : 25 = 4 com res-

b) 24 to zero.

c) 32 b) () 4 é fator de 32, pois

Com base nas respostas aos 4-8=32.

itens anteriores, escreva quais c) () O conjunto dos diviso-

sao os divisores de 16, 24, 32 res de um ndmero € infinito.
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CONHECA AS REGRAS DE DIVISIBILIDADE

Divisibilidade por Z
Um nidmero é divisivel por 2 quando o dltimo algarismo

da direita for par, ou seja, quando o nimero dado, terminar
em: 0, 2,4, 6, 8.

Exemplificando, teriamos:

502 — édivisivel por 2,
pois o algarismo das
unidades é par.

503 — nao é divisivel por
2, pois o algarismo
das unidades nao é

par.
s o @
Exercicios
3. Dos nimeros a seguir, quais Podemos ainda dizer que os
sao divisiveis por 2: ndmeros da segunda linha
a) 35 d) 36 sao o dobro (2 vezes maio-
b) 78 e) 138 res) que os nimeros da pri-
c) 91 f) 551 meira linha.
4. Preencha a tabela a seguir: 5.0 que hd em comum entre
os nimeros divisiveis por 2?
X [ 3]6]-(12]—]—]21 6. Sem fazer as divisGes, assi-
2-x|—|— (18| —|30|36| — nale quais nimeros sao divi-
siveis por 2:
Os numeros da linha 2 - x a) 13 d) 204
formam uma seqiiéncia nu- b) 28 e) 111.336
mérica. c) 115 f) 22.463
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Divisibilidade por 3

Um ndmero é divisivel por 3 quando a soma dos valores

Exemplificando, teriamos:
249 — édivisivel por 3, pois 15 (2 + 4 + 9 = 15) é divisi-
vel por 3;
283 — nao é divisivel por 3, pois 13 (2 + 8 + 3 = 13) nao
é divisivel por 3.

absolutos de seus algarismos for um nimero divisivel por 3.

Exercicios

7. Dos ndmeros a seguir, quais

sao divisiveis por 3.

a) 415 d) 205
b) 69 e) 42.231
c) 1.201 f) 333

Dica: Some os algarismos
dos niimeros anteriores.
Exemplo:
415—-4+1+5=10
Agora divida o resultado das
somas por 3.

O que vocé observa nos re-
sultados?

8. Preencha a tabela a seguir:

X | 214 -|-110]12

3-x|6|12]118(24] — | —

Os ndmeros da linha 3 - x
sao trés vezes maiores, o tri-
plo, dos nimeros da linha x.

. Sem fazer a divisao, assinale

quais nimeros sao divisiveis

por 3.

a) 20 d) 8.004
b) 72 e) 10.024
c) 91 f) 108
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Divisibilidade por S
Um nidmero é divisivel por 5 se o algarismo das unidades
for zero ou cinco.

s _ @
Exercicios

10. Dos nimeros a seguir, quais  11. Sem fazer contas, assinale
sao divisiveis por 5? quais entre os nimeros a se-
a) 505 f) 403 guir sao divisiveis por 5.
b) 123 g) 1.235 a) 134.050
c) 14.231 h) 11.340 b) 63.400
2)) 8?0505 1) 4.803 O) 2.403
O que vocé pode observar d) 314.001
em comum entre 0s nimeros e) 4.140
divisiveis por 5¢ f) 1.207

Erastotenes (276-195 a.C.)

Famoso matematico e
astrbnomo grego, foi o
primeiro a medir o tamanho
da Terra corretamente. Ele
mostrou que o diametro
aproximado da Terra é de
12.713 km.
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DESCOBRINDO QUAIS NUMEROS SAO PRIMOS
E QUAIS SAO COMPOSTOS

Nimeros prinnos

E ndmero primo todo ndmero que admite somente dois
divisores: a unidade e ele mesmo.

Nimeros compostos

E nimero composto todo nimero que admite mais do que
dois divisores.

Para descobrir quais ndmeros sao primos, podemos utili-
zar o mesmo método utilizado por Erastotenes:

X QI 4|6 |08 9|
|2 |O (& 5| 36 | Q) | 38| 19 | 26
27| 27| @) |24 | 25| 26 | 27 | 28| 09 | 36
6D | 32 [ 35 |34 |5 36| 6D | 36| 39 | 40
@) || @) | 44 | 45| 46 | Q) | 48 | 45 | 56

Podemos observar nesse quadro que os nimeros circula-
dos, que permaneceram sem ser riscados sdao nidmeros primos.
Para indentifica-los ele procedeu da seguinte maneira:
1° riscou o ndmero 1, pois ele nao é primo nem composto;
2° riscou todos 0s nimeros pares com excecao do 2, pois to-
dos tém mais de 2 divisores;

3° riscou todos os nimeros divisiveis por 3, com excecao do
3, pois todos tém mais de 2 divisores;

4° como o0 4 ja estava riscado pois é divisivel por 2, ele riscou
todos os nimeros divisiveis por 5, com excecgao do 5, pois
todos tém mais de 2 divisores;

E assim ele procedeu até obter todos os ndmeros primos
menores que 50.

Saoeles:2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41,43, 47.

53
Capitulo 4



Além do método de Erastotenes, ha outro modo de reco-
nhecer se um nimero é primo. E o chamado método pratico.

Divide-se o nimero dado pela sucessao dos ndmeros pri-
mos, a saber:2,3,5,7,11,13,17,19, 23, ..... Caso se obtenha
o quociente menor ou igual ao divisor antes de se obter nessas
divisoes o resto nulo, diz-se que o nidmero dado é primo.

Exemplificando:
Verificar se o nimero 113 é primo ou nao.
Aplicamos entdo a regra pratica:

113|i 113|i 113|i 113|L 113|l

13 56 23 37 13 22 43 16 03 10
1 2 3 1 3

Foi obtido o quociente menor que o divisor antes de o res-
to ser nulo.

Portanto 113 é nimero primo.

Nimeros primos entre si

Dois ou mais nimeros sao primos entre si se, e somen-
te se, o Unico divisor comum entre eles for o 1.

Exemplificando:
Os numeros: 5, 7, 27. Sao primos entre si, pois:
D(5) = {1, 5}
D) ={1,7}
D(27)=1{1,3,9, 27}
e o Unico divisor comum, como podemos observar, é o 1.

o
Exercicio
12. Determine entre os nimeros a seguir quais sao primos:
a) 101 b) 141 c) 127 d) 129
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Decompondo um niemero em fatores primos

Dado um ndmero qualquer, podemos decomp6-lo em fa-
tores primos pela regra pratica, bastando para tanto dividi-lo
pelo menor primo que o nimero dado admita como divisor.
Com o quociente resultante da primeira divisao deve-se pro-
ceder da mesma maneira até que o quociente seja 1.

Exemplificando:
Vamos decompor o ndmero 72 em fatores primos:

72| 2 722

36 | 2 12 36 2

18 | 2 0O 16 18| 2

N 0 0 9|3
303 0 313
1 0 1

Logo: 72 =2 X 2 X 2 X 3 X3 =2>x3"

Vamos decompor o ndmero 120 em fatores primos:

120 | 2 120 2

60 | 2 00 60 |2

30 | 2 00 30 |2

15 | 3 10 15 [ 3

515 O O 5 |5
: 0o 1

Logo: 120 =2 X2 X2 X3 X5=2"X3 X5

Em suma, decompor um nimero natural em seus fatores
primos é apresentd-lo na forma de um produto de todos os
seus fatores primos.
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Exercicios

13. Decomponha os nimeros a

seguir utilizando a regra pra-
tica e escreva-os na forma de
produto de fatores primos:
Exemplo:
50 2 50 =2 X 5°
25 |5

515

1
a) 42 b)98 c¢) 44 d) 35

14. Qual a expressao que repre-

senta o nimero 90 decom-
posto em fatores primos?

a)2°-5-7
b)2-3-7

c)2-3"-5
d)2°-5

Deferminacgéo da quantidade de divisores de

UM ALANCLO
Para tanto:

— Decompomos em fatores primos o nimero dado;

— e, em seguida, tomamos os expoentes de cada um dos
fatores primos (escritos uma Unica vez), e a cada um
dos expoentes adicionamos uma unidade; em seguida
multiplicamos os nimeros obtidos, obtendo assim a
quantidade de divisores (QD) do ndmero dado.

Assim,

Determinar o nimero de divisores de 72.

Como 72 pode ser escrito da seguinte maneira:

72 =23 x 32

entao:

QD7) =GB+ 1HXQ2+1)=4X3=12
QD(72) = 12
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Como determinar quais 560 05 divisores de
UAn ALANCLO

Para a determinacao dos divisores de um ndmero pro-
cede-se da seguinte maneira:

a) Decompoe-se o nimero dado em fatores primos.

b) Traca-se uma outra reta vertical ao lado da decompo-
sicao em fatores primos.

c) A seguir efetua-se o produto do
primeiro fator primo pela
unidade ap6s colocarmos o
resultado na linha abaixo, a
direita do fator.

d) Multiplica-se cada um dos
fatores por todos os nimeros
que estao acima da linha dele,
formando-se entdao o conjunto
dos divisores do nimero dado,
com o cuidado de nado repetir
0s numeros.

Exemplificando, teriamos:

Determinar o conjunto de
divisores de 72.

1
72 |2 2X1=2
36 |2 2X2=4
18 | 2 2X4=28
913 3X1=3;,3X2=6;3X4=12;,3X8=24
3|3 3X3=93X6=18;3X12=36;3X24=72
1

Logo: D(72) ={1,2,3,4,6,8,12, 18, 24, 36, 72}
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MAXIMO DIVISOR COMUM: o mdc

No dia das criangas, a dona Clara queria distribuir 36 piru-
litos e 42 bombons para algumas criangas da vizinhanca. No
entanto, ela queria dar a mesma quantidade de doces para
cada criancga. Para quantas criangas ela poderia dar os doces?

A resposta pode ser obtida determinando-se o mdc entre
36 e 42.

Para tanto, determinaremos o conjunto de divisores de
cada um dos nimeros dados, isto é:

D(36)=1{1,2,3,4,6,9,12,18, 36}
D(42) =1{1,2,3,6,7, 14,21, 42}

Determinemos o conjunto dos divisores comuns, ou seja, a
interseccao entre os conjuntos de divisores:

D(36) N D(42) =11, 2, 3, 6}

Sendo finito o conjunto dos divisores, conclui-se que o con-
junto dos divisores comuns também é finito. O mdc entre os nd-
meros dados € o maior dos divisores comuns aos nimeros dados.

A resposta é a que dona Clara poderia distribuir igualmen-
te os doces com 6 criangas.

O resultado dessa operagao de mdc é o maior divisor comum.
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Determinacéo do mdce de dois ou mais niumeros

Para se determinar o mdc de dois ou mais nimeros, proce-
de-se da seguinte maneira:

— Decompoe-se 0s nimeros dados em fatores primos;

— a seguir, forma-se o produto entre os fatores comuns a
ambos, utilizando os fatores com menores expoentes.

Exemplificando, teriamos:
— Determinar o mdc(24, 32, 48)

Solu¢ao
24 =23 %3
32 =2°
48 = 2% % 3

Logo: mdc(24, 32, 48) = 2° = 8.

Opbservacoes

1. O mdc entre dois nimeros em que
o maior é multiplo do menor é o
menor deles.

Exemplo
mdc(12, 24) = 12

2. O mdc entre dois nimeros primos
entre si é a unidade. E o processo
geralmente usado para se saber se
dois nimeros quaisquer sao primos
entre si.

Exemplo

mdc(12, 13) = 1
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3. Se multiplicarmos (ou dividirmos) dois ou mais nimeros
por um mesmo numero, diferente de zero, o maior divisor
comum ficara multiplicado (ou dividido) por esse nimero.

Exemplo
mdc(45, 50) = 5;
Multiplicando-se por 3 teremos:
mdc(135, 150) = 15

'
Exercicio
15. Determine o mdc entre os nidmeros a seguir:
a) 28, 34 c) 7,9 e) 48, 96, 108
b) 12, 36 d) 4,16

MINIMO MULTIPLO COMUM: 0 mmc

De uma certa estacao rodovidria saem o6nibus para o
Parana de 5h em 5h e para o Mato Grosso de 6h em 6h. Se os
onibus para o Parana e para o Mato Grosso partiram juntos ao
meio-dia, quando eles partirao novamente juntos?

Determinar o mmc entre 5 e 6.
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Para tanto, determinemos o conjunto dos multiplos de ca-
da um, isto é:

M(5) = {0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, ...}
M(6) = {0, 6, 12, 18, 24, 30, 36, ...}
e, em seguida, o conjunto dos multiplos comuns, isto é:
M(5) N M(6) = {0, 30, ...}

Como o conjunto dos multiplos de um ndmero é infinito,
e assim nao podemos determinar o maior multiplo comum,
haverd entao um nimero que serd o menor multiplo comum,
diferente de zero, que sera denominado Minimo Mdltiplo
Comum.

Portanto, concluimos que os dnibus partirao novamente jun-
tos dali a 30 h, ou seja, as 6 h da manha do dia seguinte.

O resultado da operagao de mmc é o menor multiplo comum.

Processo de decomposicéo simultanea

— Decompomos, simultaneamente, os nimeros dados em
fatores primos. Para tanto, tracamos uma reta vertical,
onde ficardao os divisores simultaneos. Abaixo de cada
ndmero, colocamos o quociente obtido:

Exemplo
24,32, 48
12,16, 24
6, 8,12
, 6

/

/ /

3
, 3
1

w N NN NN

/

- W W W
—_ = NN

/ /

e Portanto, o
mmc(24,32,48) =2 X2 X2 X2 X2X3=2"-3=06
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e Observe que seguimos a ordem crescente dos ndmeros
primos {2, 3, 5,7, 11, ...}, ou seja, comeca-se dividindo
por 2, se houver nimeros divisiveis por 2, quando nao
for mais possivel dividir por 2, passamos ao 3 (se hou-
ver nimeros divisiveis por 3), seguimos com 5, 7, 11, ...
assim por diante, até que todos os quocientes sejam 1.

Outro exemplo:

24,45 | 2
12,45 | 2

6,45 | 2

3,45 | 3 mmc(24, 35) = 2° - 3% - 5 = 360
1,15 | 3

1, 5 | 5

1, 1

DETERMINACAO DO mmc DE DOIS OU
MAIS NUMEROS

Processo da decomposicao em fatores primos
Procede-se da seguinte maneira:
e Decompdem-se em fatores primos os nimeros dados;

e a seguir, forma-se o produto entre os fatores comuns e
ndao-comuns, utilizando os fatores com maiores expoentes.

Exemplificando, temos:
Determinar o mmc(24, 32, 48).

Solu¢ao
24 =2° %3
32 =2
48 = 2 X 3

Logo: mmc(24, 32, 48) =2° -3 = 96
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Opbservacoes

1. O mmc entre dois nimeros em que o maior é multiplo do
menor e é o maior deles.

Exemplo

mmc(12, 24) = 24
2. O mmc entre dois ndmeros primos entre si é o produto deles.
Exemplo

mmc(12, 13) = 156

3. Se multiplicarmos (ou dividirmos) dois ou mais nimeros
por um mesmo numero diferente de zero, o menor multiplo
comum ficara multiplicado (ou dividido) por esse nidmero.

Exemplo
mmc(5, 7) = 35
mmc(20, 28) = 140
s @
Exercicios
16. Determine o mmc entre 0s seguintes nidmeros:
a) 28, 34 d) 4,16
b) 12, 36 e) 48, 96, 108
c) 7,9
Respostas
1.2)(1,16), (2, 8), (4, 4), (8, 2), 0)(1,32), (2, 16), (4, 8),
(1, 1) (8,4), (16, 2),(32, 1)
b) (1, 24), (2, 12), (3, 8), D(16) =1,2,4,8,16
(4, 6),(6,4), (8, 3), (12, 2), D(24) =1,2,3,4,6,8,12,24
(24 1) D@32)=1,2,4,8,16, 32
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3.b,d, e 12.4a, c
4. x[3[6[912[15[18]21] 13.-@)42=2X3 X7
2x| 6 [12]18]24]30|36[42 b) 98 =2 X 7°
c) 44 =2° x 11
5. 530 pares d)35=5x7
6.b,d, e 14.¢)90 =2 -3%- 5
7. b, e, f. Resposta pessoal 15. a) 2 d) 4
8.[xJ2T4[e6]8]10[12 b) 12 e) 12
3x| 6 |12{18[24]|30|36 c) 1
16.a) 952 d) 6
9.b,d,f b) 36 e) 864
10. a, d, e, g, h. Resposta pessoal c) 63
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Capitulo

5

0S NUMEROS RACIONAIS NA
FORMA FRACIONARIA

Suponhamos que um garcom tenha de dividir igualmente
uma pizza entre seis pessoas. Assim sendo, a pizza toda é um
inteiro e cada uma das partes em que ficar dividida sera repre-

. o 1
sentada pelo nimero fracionario: r

que se lé: um sexto

O ndmero % é chamado de fracao.

Os termos da fracdo, nesse exemplo 1 e 6 sdo chamados
de numerador e denominador respectivamente.
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Vamos considerar agora as figuras a seguir:

Exemplos

Figura 1

A figura 1 esta dividida em 4 partes.

A parte pintada corresponde a % da figura.

Figura 2

A figura 2 foi dividida em 6 partes.

A parte pintada corresponde a % da figura.

Figura 3

A figura 3 foi dividida em 30 partes.

1
A parte pintada corresponde a % da figura.
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Como ler as fracdes?

Denominador: Lé-se:
Meio
Terco

Quarto
Quinto
Sexto
Sétimo
Oitavo
Nono

—
OKOOO\ICT\U“I-PUJN

Décimo
100 Centésimo
1.000 Milésimo

Exemplos

3 A :
5 trés meios

— — dois sétimos

U1 NN

— — CINCO NONOS

Ne)

54
1.000

— cinquenta e

quatro milésimos

Se o denominador for maior que o numerador, lemos da
seguinte maneira:

3 — trés treze avos
13 ’

5 ) )
—— — CINCO Vinte
2 e CINCOo avos.
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Exercicios

1. A qual fragdo corresponde as 3. Lufisa tinha em sua geladeira
seguintes setencas:

a) um dia em um més de 30 6 magads, 4 bananas e 2 ma-

dias. moes. Ela fez uma vitamina e
b) um més em um ano.

1 - 3
c) uma década em um século. usou 3 das macas, T das

2. Escreva como se lé: bananas e > dos mamaes.
a) % C) % e) % Quantas frutas de cada
14 35 ela usou?
b) 100 d) 1.000

Classificacéo das fracdes

e Fracgoes proprias:
Quando o numerador for menor
do que o denominador.

Exemplificando: %
e Fragoes improprias:
Quando o numerador for maior do que o denominador.
” 5
Exemplificando: 3

* Fragoes aparentes:
Quando o numerador for multiplo do denominador.

Exemplificando: 1T6

Conclusao:

Qualquer nimero natural podera ser expresso por um nu-
mero racional, onde o denominador (segundo elemento do
par) é a unidade.

4.
1/

7
7 ="
1

Exemplos: 4 =
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Com isso podemos concluir que o conjunto dos nime-
ros naturais, representado por N, esta contido no conjunto
dos nimeros racionais, representado por Q, ou em notacao
de conjunto:

N D@

Propriedades das fractes

1. Se multiplicarmos (ou dividirmos) o numerador de uma
fracdo por um ndmero qualquer, diferente de zero, o
valor da fracao ficara multiplicado (ou dividido) por
esse ndmero.

Exemplo

Se multiplicarmos o numerador da fracao % por 2, obte-

6 . - 3
remos 7, que sera duas vezes maior do que —.

- 1
Caso dividamos o numerador por 3, obteremos —, due
sera trés vezes menor do que %
2. Se multiplicarmos (ou dividirmos) o denominador de
uma fracao por um nimero qualquer, diferente de zero,

o valor de fracao ficara dividido (ou multiplicado) por
esse numero.

Exemplo

Se multiplicarmos o denominador da fracao % por 2, ob-

teremos %, que é duas vezes menor do que %

3. Se multiplicarmos (ou dividirmos) ambos os membros de
uma fragcdo por um mesmo ndmero diferente de zero, o va-
lor da fracao ndo se altera.
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Exemplo

Se multiplicarmos suces-
sivamente o numerador
e o denominador da fra-

cao % por 2, teremos:

1

4
essas fracoes sdo chamadas fracées equivalentes.

Vamos conferir na pratica?

4
16

Podemos observar que a mesma porcao da figura foi pin-
tada.

Extracéo de inteiros — numeros mistos

Para extrair os inteiros de
uma fragao impropria, basta
dividirmos o numerador pelo
denominador. O quociente
assim obtido constituira a parte
inteira da fracao imprépria, a
qual tera para parte fracionaria
um par formado da seguinte
maneira:

e para numerador, o resto e

e para denominador, o divisor.
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Exemplo

: , 17 C .
Seja o nimero = Efetuando-se a divisdo temos 173 ;
25
17 _ .2 ) . :
=3 = 5?; o qual é chamado de nimero misto.
Para transformar um némero misto em fracdo improépria,
devemos formar uma fracdo que possua, para numerador, o
produto entre a parte inteira e o denominador da parte
fracionaria, mais o numerador desta; e, para denominador o

denominador, dela.

portanto,

Seja:
£ 2 _ 5X3+2 15+2 17
3 3 3 3
2 17
ortanto, 5— = —
P 3 3
Y .
Exercicios
4. Para as fragOes a seguir, es- 21 4
creva duas fracdes equiva- c) 8§ e) 5
lentes: : 4
d) — f) —
Exemplo: 1 : 22; 33 ) 5 ) 2
22 " 44 66
: 6. Transforme as fracdes impro-
S L 3 rias em nameros mistos:
A N ! ) X )
. R A Y
5. Classifique as fracdes a se-
8“_” como proprias, impro- 7. Transforme os nimeros mis-
prias, aparentes. tos em fracdes improéprias:
7 5 1 5 1
L 2 5— 32> 7—
2 g b) 3 A 25 by 975
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Simplificacéo de fracdes

Para simplificar uma fracao, basta dividirmos ambos os mem-
bros pelo maximo divisor comum entre eles. Assim, temos:

2 24 :3 8

4 — —=

A fracao % assim obtida é chamada de fracao irredutivel.

Reducéo de fracées ao mesmo denominador

Para reduzir fracdes ao mesmo denominador, extrai-se o
mmc entre os denominadores, o qual serd o denominador co-
mum. A seguir, divide-se o mmc obtido pelo denominador de
cada uma das fracoes, e o resultado obtido multiplica-se pelo
numerador — ou seja: constroem-se fracdes equivalentes as
fracoes dadas.

Exemplificando, temos:

e reduzir as fracdes abaixo ao mesmo denominador:

2 3 4
37475

mmc(3, 4, 5) = 60

60:3) X2 (60:4)X3 (60:5)X4
60 ' 60 ' 60

¢ resultando em:

40 45 48
60 " 60 " 60

As fragdes assim obtidas sdo chamadas de homogéneas,
pois possuem os mesmos denominadores.
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Exercicios

8. Simplifique as fracoes: 9. Reduza ao mesmo denomi-
a)i . 3 nador as fracdes:
4 12 Q) = 22
2 3" 4
5 7 2 1 3
b) 55 ) 79 D) 57y

Comparagéo de fracdes
Para comparar duas ou mais fracdes, devemos determinar
uma relacao de igualdade ou desigualdade entre elas.

Assim sendo, devemos considerar os seguintes casos:

e Fracoes com o mesmo denominador.
Sera maior a que tiver o maior numerador.

Exemplo
3 2

5 5

* Fracoes com numeradores e
denominadores diferentes.

Exemplo
2 3.4
3"4 5
O primeiro passo é reduzir as fracdes ao mesmo denominador.
48 40 45
5,3,4) =60—
mmels, 3,4 =00 = 0 50 60

E entao proceder a comparacao:

40 _ 45 _48 2 _3 _ 4
60 60 60 3 4 5
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Exercicio

10. Preencha as lacunas com >, < ou =

a o 3 C 3 7
1 5 15 30
b) 7 ..... T d) 7 14

Operagtes com fragbes

1. Adicao de fracoes
Primeiro caso: fracbes com o mesmo denominador

Neste caso, conserva-se o denominador comum e adicio-
nam-se os numeradores. Assim, temos:

Segundo caso: fragdes com denominadores diferentes

Neste caso, determina-se o mmc entre os denominadores,
reduzindo as fracdes aos mesmos denominadores, e recai-se
no primeiro caso. Assim, temos:

mmc(3, 5) = 15

_10, 9 _10+9 19
15 15 15 15

2. Subtracao de fracoes
Primeiro caso: fracbes com o mesmo denominador

Neste caso, conserva-se o denominador comum e sub-
traem-se os numeradores. Assim, temos:
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Segundo caso: fragdes com denominadores diferentes

Neste caso, determina-se o mmc entre os denominadores,
reduzindo as fracdes aos mesmos denominadores, e recai-se
no primeiro caso. Assim, temos:

mmc(3,5) = 15
2 3 _10_ 9 _10=-9 1

3 5 15 15 15 15
3. Multiplicacao de fragoes

Para multiplicar varias fracoes, devemos formar uma nova
fracdo que tera, para numerador, o produto dos numeradores;
para denominador, o produto dos denominadores. Assim, temos:

ixixi:2><5><1:m
3 7 3 3X7X3 63
4. Divisao entre fracoes

Para dividir uma fracdo por outra, conservamos a primeira
fracdo e multiplicamos pela inversa da segunda fragdo. Assim,
temos:

7 3 5

1

5. Potenciacao de fracoes

Para resolver a potenciacao de uma fracdao, devemos ele-
var tanto o numerador como o denominador a poténcia in-
dicada. Assim, temos:

(;)3 _2 _ 8
3 33 27
6. Radiciacao de fracoes
Para resolver a radiciacdo de uma fracdo, devemos extrair

a raiz indicada tanto do numerador como do denominador.
Assim, temos:

16 _ ~Jl6 _ 4
49 49 7
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Exercicio

11. Resolva as seguintes operacdes:

Ly i ) ST
AL SRS e
O“%‘ 96% Uq%—%
d)%_% h>172'% m)8—(%)3

Propriedades das fragtes

1. Comutativa:

: 2 3 3 2
Adicio: =+ = =2+ =
a) Adicao: 3 = G 3

. 2 7 7 2
50: =X L =L x= [
b) Multiplicacao: 3 = = S g

2. Elemento neutro:

a) Adicao: é o zero — %‘FO:%

b) Multiplicacao: é o um — % X 1= %

3. Associativa:
a) Adicao: (£+i)+l=l+(i+i)
3 5 7 3 5 7
b) Multiplicacao: (l i)xi=lx(ixi)
3 5 7 3 5 7
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Desafio
Resolva as seguintes expressdes fracionarias:

Exemplos

(8G9 %
:_(152;8)_(51_02 J]_%

_[23 _ 3 ]_ 7
| 20 10 10

_23-6 7

20 10

_ 17 7
20 10
17 — 14
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IERERS
¢) \%Jr%\_(zé_%)
NE R REa
NESINERS)

Problemas com fracdes
Exemplos

1. Distribuir uma heranca de R$ 20.000,00 entre trés herdeiros,

. 2
de tal modo que o primeiro receba = da heranca, e os ou-
tros dois recebam quantias iguais. Quanto recebera cada um?

Solu¢ao

Heranca — R$ 20.000,00

Primeiro herdeiro — % de R$ 20.000,00

Segundo herdeiro = Terceiro herdeiro

Logo: Primeiro — % de 20.000 = % X 20.000 = 8.000

Portanto: 20.000 — 8.000 = 12.000

Segundo = Terceiro — 12.000 : 2 = 6.000
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Conclusao:
Primeiro herdeiro — R$ 8.000,00

Segundo herdeiro — R$ 6.000,00
Terceiro herdeiro — R$ 6.000,00

2. Sabendo-se que % de um valor em dinheiro corresponde a
R$ 30.000,00, pergunta-se: qual é o valor total em dinheiro?

Solu¢ao
% ~ 30.000,00
Entao:
% ~ 15.000,00
Portanto:
% =3 % 15.000,00 = 45.000,00

Logo: a quantia procurada é R$ 45.000,00.

3
3. Se um trem percorreu = de um trecho de uma estrada de

ferro, cuja distancia entre os extremos é de 300 km, per-
gunta-se: quantos quildmetros faltam ainda para se chegar
ao outro extremo!?

Solu¢ao -
T 300 km

Entao: 1 300

— > —— =60k

5 5

3 5.3 _2

Se andou = faltam ainda: z z z
o que equivale a: %ZZX%=2X60=12Okm
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4. Clariza possuia a quantia de R$ 360,00. Se gastou 1 na

| T >
compra de livros escolares e na farmacia e do restante,
pergunta-se: com quanto Clariza ainda ficou?
Solu¢ao

5

5 — 360,00
Logo:
% = @ = 72,00 (na livraria)

Possuia ainda:
360,00 — 72,00 = 288,00

Gastou na farméacia — % de 288,00
ou seja: % X 288 =72,00

Conclusao:

Gastou na livraria: R$ 72,00
Gastou na farmacia: R$ 72,00

Ficou ainda com:

360,00 — (72,00 + 72,00) = R$ 216,00
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Exercicios

13. Resolva os seguintes problemas:

a) % do preco de um objeto vale R$ 28,00. Qual o preco do

objeto?
b) Qual é menor?
1 % de R$ 36,00  2) % de R$ 105,00

. . 2
c) Uma torneira leva 20 minutos para encher = de um reserva-

tério, cuja capacidade é 180.000 litros. Qual o tempo necessa-
rio para enché-lo completamente?

d) Um reservatério contém @ litros de alcool. Deseja-se en-

cher vasilhames cuja capacidade seja de S litros cada um.

Pergunta-se: quantos vasilhames poderdao ser preenchidos e
qual a fracao de litro que sobrara, caso haja?

- 3
e) Para se construir os — de uma aeronave gastou-se

R$ 360.000,00. Pergunta-se qual a quantia necessaria para
concluir a construcao da aeronave e qual a fracao correspon-
dente para a sua conclusao.

Respostas
1 1 -
1.a) ETR b) T 3.2 maga~s, 3 bananas e
1T mamao
Q) —
10 10 15
4a) g Ty
2. a) dois treze avos.
b) quatorze centésimos. 3.12
. b) — -~
C) um quinto. 6" 2
d) trinta e cinco milésimos. ) 21 30
e) sete tercos. 705 " 150
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5. a) propria d) aparente 1. a) 19 ) 8 i 33
b) improépria e) prépria ) AT Y 35
c) improépria f) aparente 6 20 . 25

R TR TS
1 . 12
6.a) 2— c) 1—- 4 42
3 13 = gz
1 ) = 8 —¢ l) O
b) 1~ 5 63
2 d) 5 h) 1 m) 5
11 7 .
7.a) —— C) 27 12. Desafio
2 8
23 17 23
b) =6~ 9 35 Y
1 184
1 1 b) — ) —=—
8. a) 5 C) 7 ;l 315
c) = f) =
b) % d) % 7 7
13.a)R$ 42,00
6 8 15 2
9. a) TRV b)?deR$36,00
182 65 105 C) 50 minutos
b) 455 ' 455 7 455 d) 96 vasilhames exatamente
e) R$ 240.000,00; restam
10.a) > c) < o 2
82
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0S NUMEROS
RACIONAIS NA
FORMA DECIMAL

Todo nimero racional representado em notacao decimal é
chamado de ndmero decimal.

Ve . . 1 N pd .
No capitulo anterior vimos que T |é-se um décimo, re-

presentava uma unidade dividida em 10 partes. A forma deci-
mal desta fracdo é dada por:
1110
-0 0,1
10
0

T _
Portanto 10 =0,1.

Podemos concluir que os nimeros na forma decimal sao
uma outra maneira de representacdo para os niimeros na for-
ma fracionaria. Como veremos a seguir, essa forma de repre-
sentacdo oferece vantagens pois torna mais simples realizar
operacoes, comparacoes etc.
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Leitura dos numeros decimais

Primeiramente, [é-se a parte
inteira (caso haja), seguida do
nome de unidades e depois a
parte decimal, seguida da posi-
cao decimal de seu tltimo alga-
rismo da direita de acordo com
0 esquema a seguir.

Parte inteira Parte decimal
Milhar centena dezena unidade , Décimo centésimo milésimo
EXemploS

93,45 — Noventa e trés unidades e quarenta e cinco cen-
tésimos.

1,785 — Uma unidade e setecentos e oitenta e cinco mi-
[ésimos.

Transformacéo de fracéo decimal em nitmero decinal

27.342

1.000
igual “ao nimero decimal que obteremos, escrevendo-se o

numerador da fracdo e, ap6s, separando-se com uma virgula,
a partir da direita, tantas casas decimais quantos sdo os zeros
que constam no denominador”.

Seja, por exemplo, a fracdao decimal: , a qual sera

Ou seja:

27.342

= 27,342
1.000 &

Caso o numerador da fragdo contenha nimero de algaris-
mos menor do que o ndmero de algarismos contidos no deno-
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minador, acrescenta-se a sua esquerda tantos zeros quantos fo-
rem necessarios para poder se igualar a fracao dada.

Exemplificando, temos:

27 3
100 =0,27; 1.000

= 0,003

Transformacéo de nmero decimal enn fracéo decimal

Seja, por exemplo, o seguinte nidmero decimal: 27,342, o
qual sera igual “a uma fracao decimal, na qual o numerador é
formado pelo niimero proposto sem a virgula e para denomi-
nador a unidade seguida de tantos zeros quantos forem as
casas decimais”.

27.342

ia: 27,342 =
Ou seja ’ 1.000

Propriedades dos numeros decimais
Primeira propriedade:

“Um ntmero decimal nao se altera quando acrescenta-se
ou retira-se um ou mais zeros de sua parte decimal”.

Exemplificando, temos:
0,7=0,70=0,700 = 0,7000 = ...

Segunda propriedade:

“Quando se deseja multiplicar um ndmero decimal por
10; 100; 1.000... basta deslocarmos a virgula para a direita de
uma, duas, trés... casas decimais, conforme o nimero de ze-
ros do fator multiplicador.

Exemplificando, temos:
27,342 X 10 = 273,42
27,342 X 100 = 2.734,2
27,342 X 1.000 = 27.342
27,342 X 10.000 = 273.420
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Terceira propriedade:

“Quando se deseja dividir um nimero decimal por 10;
100; 1.000... basta deslocarmos a virgula para a esquerda de
uma, duas, trés... casas decimais conforme o nidmero de zeros

do divisor”.
Exemplificando, temos:
27,342 : 10 = 2,7342
27,342 : 100 = 0,27342
27,342 : 1.000= 0,027342

f—

Exercicios
1. Atabela a seguir mostra quanto pesa a bola nos diferentes esportes:
Esporte Peso
Boliche 7,25 kg
Golfe 459 g
Squash 23,3 g
Ténis 56,71 g
Ténis de mesa 2,53 ¢

Escreva como se |é os nidmeros da tabela anterior.
Em seguida transforme esses niimeros decimais em fracoes decimais.

725

E lo: 7,25 =
xemplo: 7, 100
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2. Represente na forma de nu- ) 47324
meros decimais as seguintes 8
fracoes decimais:

h) 47.101
100 1.000

3. Represente na forma de fra-

a)ﬂ b)ﬂ ¢coes decimais os seguintes
10 10 ndmeros decimais:

o) 2743 42 a) 43,27 e) 0,03
100 100 b) 3,28 f)y 1,272
3.388 8.432 c)273,1 g) 412,28

®) 7000 0 4000 d)0,43 h) 32,21

Operagdes com numeros decimais

Adicao e subtracao

Na adicdo e subtracao de nimeros decimais, devemos
escrevé-los um sobre o outro, de tal modo que as virgulas se
posicionem numa mesma coluna, apds as quais igualaremos
as casas decimais, completando-as com “zeros”.

Calcular:

I. 13,273 + 2,48 I1.13,273 — 2,48
13,273 13,273
2,480+ - 2,480—
15,753 e 10,793
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Exercicios

4. Em uma competicao de atletismo, os corredores fizeram os tem-
pos mostrados na tabela a seguir. Ganha a competicio quem
realizar a prova em menos tempo.

Tempo Tempo em Segundos
1?volta | 2?volta | 3?volta Total

Claudia 75,24 68,36 72,95

Gilberto 52,41 55,87 53,30

Sebastido 62,94 64,36 59,40

Juliana 40,02 45,17 42,13

Quem ganhou a prova?

5. Efetue as seguintes subtracoes:
a) 31,4 — 2,83 c) 312,21 —1,3
b) 7,4 — 2,27 d) 32,43 — 27,3

Multiplicacao

Para multiplicar dois nimeros decimais, considere-os
como se fossem nimeros naturais, e apoés obtermos o produto
levaremos em conta as casas decimais, tanto as do multipli-
cando como as do multiplicador.

Calcular: 243,5 x 2,53

3 “casas”

616,055
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Divisao

A divisao se faz reduzindo-se tanto o dividendo como o
divisor a numerais contendo o mesmo nimero de casas deci-
mais; a seguir, cortam-se as virgulas, apoés o que efetua-se a
operacao como se eles fossem nimeros naturais.

Veja os exemplos:

I.432,32 :211,6 (aproximacao: 0,01)

432,32 211,60

— 423,20 2,04 S

009 1200 1
84640 |

06560

Como o resto é diferente de zero poderiamos continuar di-
vidindo, mas como a aproximacao pedida indica 0,01, ou se-
ja, duas casas decimais paramos nesse ponto.

II. 2,3 : 11,42 (aproximacao: 0,001)

2,30 11,42

- 0 0,201
2300
2284
001600
— 1142
0458

Da mesma maneira que no exemplo anterior paramos
quando chegamos na terceira casa decimal, ou seja, 0,001.
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Convertendo quaisquer fracoes em nimeros decimais

Para realizar a conversdo de uma fracao qualquer em um
nimero decimal, basta realizar a divisdo do numerador pelo
denominador.

Veja os exemplos:

. 18 L i8:75— 18 75
75 -0 024
180
~150
300
- 300
0

Portanto 18 _ 0,24
75

Como o resto da divisao foi zero, o quociente obtido é um
decimal exato.

nZ-7:6—> 7 |6
6 ~ 61,1666
10
40
~36
40
~36.
4

Portanto % = 1,1666...

Como o resto da divisao é diferente de zero, o quociente
obtido é um decimal ndo exato. Além disso, como sempre res-
ta quatro, o algarismo 6 se repetira indefinidamente no quo-
ciente, portanto o nimero decimal 1,1666 é chamado de dizi-
ma periodica.
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Exercicio

6. A tabela a seguir mostra os precos de alguns produtos de uma
“cesta basica”:

Produto Quantidade Preco
Carne 2 kg 9,34
Sardinha 4 latas 4,92
Ovos 3 duzias 4,35
Arroz 5 kg 5,10
Feijao 2 kg 4,84

Se os precos nas quantidades indicadas sdo os apresentados, qual o
valor de 1 unidade de cada (1 kg, 1 lata, 1 dazia)?

Se for montada uma “cesta basica” diferente com 3 kg de carne, 2
latas de sardinha, 1 dlzia de ovos, 3 kg de arroz e 1 kg de feijao,
quanto esta nova “cesta basica” custara?
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1.

92

Respostas

7,25 = sete unidades e vinte
e cinco centésimos

45,9 = quarenta e cinco
unidades e nove dé-
cimos

23,3 = vinte e trés unidades
e trés décimos

56,71= cinqlienta e seis uni-
dades e setenta e
um centésimos

2,53 = duas unidades e cin-
glienta e trés centé-

simos
7,25 = 122
100
459
45,9 = 229
10
23,3 = 233
10
5671
56,71 = =75
253
2,53 = 223
100
a)2,7 C) 27,43
b) 37,2 d)0,02

e) 3,388 g)474,32
f) 8,432 h)47,101
R AR
0y
o) 2.731 2) 41.358

4. Claudia: 216,55
Gilberto: 161,58
Sebastido: 186,70
Juliana: 127,32
Juliana venceu a prova

5.a) 28,57 c) 310,91
b)5,13 d)5,13

6. Carne R$ 4,67
Sardinha R$ 1,23
Ovos R$ 1,45
Arroz R$ 1,02
Feijao R$ 2,37

A nova “cesta basica” custara
R$ 23,35.
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SISTEMA DE MEDIDAS

Depois de aprender a contar objetos, outra necessidade
surgiu: a de medir.

Em nosso dia-a-dia estamos sempre tendo que responder a
perguntas, tais como:

e Qual a distancia da sua casa a escola?

e Qual o peso dessa mochila? Parece que estd cheia de
chumbo?

e Qual a capacidade dessa garrafa térmica?

Sao situacoes do cotidiano que podem ser respondidas
usando-se uma unidade de medida chamada padrao e compa-
rando-se o que se deseja medir com esse padrao.

No Brasil, adota-se o sistema métrico decimal, cuja unida-
de fundamental é o metro (m).

UNIDADES DE COMPRIMENTO

quildbmetro — km — 1.000 m
Mdltiplos § hectdbmetro — hm — 100 m
decametro — dam — 10m
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Fundamental = metro—= m— 1 m

decimetro — dm — 0,1
Submultiplosq centimetro — cm — 0,01
milimetro — mm — 0,001

Esquematicamente

=10 = - X X 10
km «—— hm ﬁdam' 101 demﬂcm—»mm

O ponto mais baixo do
mundo se localiza no
fundo do mar. Se chama
Fossa das Marianas e esta
a aproximadamente
11.000 m ou 11 km da
superficie do oceano

O ponto mais alto
do mundo se localiza
no continente asiatico.
Se chama Monte Everest
e esta a 8.848 m de
altura em relacao ao
nivel do mar.

Mudanca de unidade

Para mudar de uma unidade para outra, deslocaremos a
virgula para a direita (quando for de uma unidade superior
para outra inferior) ou para a esquerda (quando for de uma
unidade inferior para outra superior).

Exemplificando, temos:
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a) Exprimir 32,74 km em metros.
Logo: 32,74 km = 327,4 hm = 3.274 dam = 32.740 m,

b) Exprimir 327,4 dm em dam.
Logo: 327,4dm = 32,74 m = 3,274 dam

Exercicios

1. Escreva em forma decimal as 2. Efetue as operagoes indicadas
seguintes medidas, exprimin- e exprima as respostas em hm.
do-as em metros: a) 38,23 dm + 742,8 hm
a) 3 km + 12 dm b) 4,73 km — 12,374 m
b) 7 hm + 273 cm c) 4.217,3dm + 32,341 m —
c) 28 dam + 1 dm — 8.274,13 cm
d) 20 dm + 8 mm d) 8.274,13 cm X 100 m

UNIDADES DE SUPERFICIE

Area é a medida de uma
superficie.

A unidade fundamental de
medida de superficie é o metro
quadrado (m?).

quilémetro quadrado — km* — 1.000.000 m’
Mdiltiplos { hectémetro quadrado— hm* — 10.000 m’
decametro quadrado — dam”— 100 m*

Fundamental — metro quadrado — m* — 1 m?’

decimetro quadrado — dm® — 0,01 m*
Submiiltiplos § centimetro quadrado — cm® — 0,0001 m”
milimetro quadrado — mm?”— 0,000001 m”

95
Capitulo 7



Esquematicamente

100 100 22100 X 100 100 100
m? dm? 2 emZ 222, mm?

km? —— hm?—— dam

A area de alguns estados do nosso pals
S3o Paulo: 248.255,7 km®

Goias: 340.165,9 km?

Rio Grande do Norte: 53.166 km?
Santa Catarina: 95.318,3 km?
Acre: 153.697,5 km”

Mudanca de unidade

Para mudar de uma unidade para @& A U
outra, deslocamos a virgula duas casas para a esquerda ou
para a direita, conforme se queira uma unidade superior ou
inferior.

Exemplificando, temos:

a) Exprimir 372,27 cm”em m”.

Logo: 372,27 cm”® = 3,7227 dm® = 0,037227m"
b) Exprimir 473,23 dam”em dm”.

Logo: 473,23 dam” = 47.323 m® = 4.732.300 dm”

Os cinco maiores paises do mundo
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Unidades agréarias

Nas medicoes de grandes lotes de ter-
ra, sao usadas medidas agrarias.

Sao elas:
hectare — ha — 1ha = 1hm?
are - a — la = 1dam’
centiare — ca — lca = 1m’

Exercicios

3. Escreva, em forma decimal, as seguintes medidas, exprimindo-as
em metros quadrados.

a) 48 km® + 36 dam’ ¢) 26 dm® + 7 cm’
b) 27 dam® + 16 dm’ d) 2 dam® + 28 dm?

4. Efetue as operacdes indicadas e exprima as respostas em dam”.
a) 32,18 dam? + 374,35 m? c) 138 ha+72a—3.628 ca
b) 83,42 m* — 753,43 dm? d) 2,38 km? + 1,07 km?

Area das principais figuras planas

1. Paralelogramo - retangulo
S=b X a
b = medida da base a = medida da altura

“A medida da area S é igual ao produto entre as medidas
da base e da altura correspondente.”
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2. Quadrado

S=¢
¢ “A medida da 4drea S de um quadrado

de lado € é igual ao quadrado da medida
desse lado.”

3. Triangulo

b X a
2
b = medida da base
a = medida da altura

“A medida da area S de um triangulo é igual ao semipro-
duto (metade do produto) entre as medidas da base pela altu-
ra correspondente.”

5:

4. Trapézio
(b +B)-a
2
b = medida da base menor

S =

d

B = medida da base maior

a = medida da altura

“A medida da 4drea S de um trapézio é igual ao semiprodu-
to (metade do produto) entre as medidas da altura e da soma
da base.”

5. Losango
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D = medida da diagonal maior
d = medida da diagonal menor

“A medida da area S de um losango € igual ao semiproduto
(metade do produto) entre as medidas das diagonais.”

6. Area do circulo
S=nR’
R = medida do raio

“A medida da area S de um circulo é
igual ao produto de m (m = 3,1416; |é-se
pi) pelo quadrado da medida de raio.”

7. Area plana de figuras compostas

“A medida da area de figuras compostas planas se faz decom-
pondo a figura em figuras planas conhecidas e determinando a so-
ma das medidas das areas de cada uma das figuras componentes.”

Opservacao

“A medida do comprimento (C) da circunferéncia de raio
R é igual ao duplo produto entre as medidas de w e do raio da
circunferéncia.”

C =2nR onde: R = raio

Exercicios

5. Determine a medida da area 7. Determine a medida da area

de um paralelogramo cuja
base tem por medida 7 cm e
por altura 6 cm.

. Determine a medida da area
de um retangulo cuja base
tem por medida 108 mm e
por altura 100 mm.

de um tridngulo cuja altura
tem por medida 7 km e cuja
base tem por medida 6 km.

. Determine a medida da area

de um losango cuja medida
da diagonal maior é o dobro
da medida da diagonal me-
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nor, sabendo-se que a medida ~ 10. Determine a A

da diagonal menor é de 6 m. medida da drea - -
do trapézio da .
9. Determine a medida da area figura, sendo
de um circulo cujo raio tem a=2mb= | 5
por medida 2 m. 4m,ec=5m. '

UNIDADES DE VOLUME

quilémetro cibico — km’ — 1.000.000.000 m’
Mdiltiplos{ hectdmetro cibico — hm’ — 1.000.000 m’

decametro ctbico — dam®— 1.000 m’
Fundamental — metro cibico— m®> — 1 m?

decimetro cibico — dm® — 0,001 m’
Submiiltiplos{ centimetro clibico — cm’ — 0,000001 m’

milimetro ctbico — mm?® — 0,000000001 m?

Esquematicamente

= 1.000 = 1.000 =+ 1.000 X 1.000 X 1.000 X 1.000
km? — hm’ — dam’ — m’ — dm’ — cm’ —'mm’

Mudanca de unidade

Qualquer unidade neste sistema
é mil vezes maior do que a unidade
imediatamente inferior e mil vezes
menor do que a unidade ime-
diatamente superior.

Para mudar de uma unida-
de para outra, deslocamos a — % =77 (¢
virgula trés casas para a €s- | ==
querda ou para a direita, con- 2
forme se queira uma unidade
superior ou inferior.
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11.

Exemplificando, temos:
a) Exprimir 2,74 m> em hm”.

Logo: 2,74 m’ = 0,00274 dam’ = 0,00000274 hm’
b) Exprimir 4,783 km’ em dam’.

Logo: 4,783 km® = 4.783 hm’ = 4.783.000 dam’

Exercicio

Escreva na forma decimal as seguintes medidas, exprimindo-as
3,

em m’;

a) 21T m? + 128 dm’ c) 713 m’> — 3.235 cm’

b) 72 dm’® + 38 cm’ d) 34 dam® — 432 dm’

Volumes dos principais s6lidos geométricos

1. Paralelepipedo retangulo

lelepipedo retangulo é obtida multipli-
cando-se as medidas das trés arestas.”

V=a-b-c
“A medida do volume de um para-

a = medida do comprimento

b = medida da largura

¢ = medida da altura

2. Cubo

V=2

“A medida do volume de um cubo é

h S

obtida elevando-se ao cubo a medida da /

aresta.” ——
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3. Prisma regular
V=B-a

“A medida do volume de um prisma
regular é obtida multiplicando-se a medi-
da da 4rea da base (B) pela altura (a) cor-
respondente.”

4. Piramide
B -a
3
“A medida do volume de uma pirami-
de é obtida multiplicando-se a medida da

area da base (B) pela altura (a) e dividin-
do-se o produto obtido por trés.”

/ =

5. Cilindro
V=mnR""-a

“A medida do volume de um cilindro
é obtida multiplicando-se a medida da
drea da base (nR?) pela altura (a) dele.”

6. Cone

mR? - a
3

“A medida do volume de um cone é
obtida multiplicando-se a medida da
drea da base (nR’) pela altura (a) e divi-
dindo-se o produto obtido por trés.”

V/ =
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7. Esfera

12.

13.

14.

15.

16.

4 3
V =—nmnR
371'

“A medida do volume de uma esfera é
igual a quatro tercos do produto de & pelo
cubo da medida do raio.”

Exercicios

Calcule a medida do volume
de um paralelepipedo retan-
gulo cujas medidas das ares-
tas valem respectivamente:
4 m, 8 m, 6 m. Exprimir o re-
sultado em dam’.

Exprima em dm’ a medida
do volume de um cubo cuja
aresta é 5 m.

Fxprima em m’ a medida do
volume de um prisma cuja
medida da area da base é
65 m” e cuja medida da altu-
ra é 20 m.

Determine a medida do vo-
lume de uma piramide cuja
medida da area da base é
734 m® e cuja altura é 6 m.
Exprimir a resposta em dam’.

Determine a medida do vo-
lume de um cilindro cujo

17.

18.

19.

diametro é 20 m e cuja altu-
ra vale 3 m. Exprimir em m’.

Determine a medida do vo-
lume de um cone cujo raio
da base é 100 cm e cuja al-
tura é de 30 cm. Exprimir
em dm’.

Determine a medida do vo-
lume de uma esfera que tem
por medida do raio 1 dm.
Exprimir em dm”.

Qual devera ser a medida
do raio de uma esfera para
que possua a medida de
seu volume igual a de um
cilindro cuja medida do
raio da base do mesmo seja
igual a medida do raio de
esfera (R). Dé a resposta
em funcdo da altura (a) do
cilindro.
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UNIDADES DE CAPACIDADE

quilolitro — k€ — 1 000 litros
Multiplos | hectolitro — h€ — 100 litros
decalitro — da€¢ — 10 litros

Fundamental — litro — € — 1 litro

decilitro — d¢ — 0,1 litro
Submultiplos 4 centilitro — c¢ — 0,01 litro
mililitro — m€ — 0,001 litro

Esquematicamente

k¢ “2he 2 dae 2 ¢ 20 de 2% o 2% m¢

Quanto se toma de sorvete no mundo?

A quantidade média que um habitante em cada um dos
paises a seguir consome de sorvete em um ano é:

Estados Unidos 22 litros
Australia 17 litros
Suécia 14 litros
Alemanha 11 litros
Italia 9 litros
Inglaterra 5 litros
Espanha 4 litros
Argentina 3 litros

Brasil 1 litro

Fonte: Guia dos curiosos.
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Mudanca de unidade

Cada unidade neste sistema
é dez vezes maior do que a uni-
dade imediatamente inferior e
dez vezes menor do que a uni-
dade imediatamente superior.

Para mudar de uma unida-
de para outra, deslocaremos a
virgula uma casa para a esquer-
da ou para direita, conforme se
queira uma unidade superior ou
inferior.

Exemplificando, temos:
a) Exprimir 387 € — k¢.
Logo: 387 € = 38,7 dat = 3,87 h¢ = 0,387 k¢

b) Exprimir 387 € — c¥.
Logo: 387 ¢ = 3.870 d¢ = 38.700 c{

/ 2 7/ .
As dguas ocupam 3 da superficie da Terra. Isso corres-

ponde a 1,36 X 10'® £. Sabendo que a populacio total de
nosso planeta é de aproximadamente

6 bilhoes de pessoas, temos
1,36 X10' ¢
6 X 10” hab

Ou seja, a cada pessoa cor-

responde 220.000.000 €, ou 220 . 4%

=0,22 %X 10° €¢/hab .

milhoes de litros de dgua dos

oceanos.
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Exercicios

Dica para os Exercicios 20 e 21: largura = 2 m; altura = 5 m.

Tk =1m’ Exprimir em k€.

20. Qual serd a medida da capa-  21. Qual sera a medida da capa-
cidade de um recipiente de cidade de um recipiente de
6leo, de forma de paralelepi- agua de forma esférica cuja
pedo retangulo de dimen- medida do raio é 1 m. Expri-
soes: comprimento = 6 m; mir em m¢<.

UNIDADES DE MASSA

quilograma — kg — 1000 g
Mudltiplos | hectograma — hg — 100 g
decagrama — dag — 10 g

Fundamental - o grama—g—1g

decigrama —dg — 0,1¢g
Submdltiplos § centigrama — cg — 0,01 g
miligrama — mg — 0,001 g

Esquematicamente

kg '+1Ohg = 10 dag '+1Og X]O‘dg X1O‘Cg ><1O)mg

Mudancas de unidades

Cada unidade neste sistema é dez vezes maior do que a
unidade imediatamente inferior e dez vezes menor do que a
unidade imediatamente superior.

Para mudar de uma unidade para outra, deslocaremos a vir-
gula uma casa para a esquerda ou para a direita, conforme se
queira uma unidade superior ou inferior.
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Exemplificando, temos:
a) Exprimir 831 dag em kg

Logo:

831 dag = 83,1 hg = 8,31 kg
b) Exprimir 831 dag em dg

Logo:

831 dag = 8.310g = 83.100dg

Como atua a forca da gravidade em outros planetas ]
A forca da gravidade atua com intensidades diferentes
nos diversos planetas. Para descobrir quanto pesariamos
em cada um deles, basta multiplicar sua massa pelos na-
meros dados na tabela a seguir:
Planeta Multiplicador
Mercurio 0,38
Vénus 0,88
Marte 0,38
Japiter 2,67
Saturno 1,07
Lua (satélite da Terra) 0,6
Y |
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Observacoes
1. Relacao entre unidades de volume, capacidade e massa
1.dm’ =1 litro = 1 kg.

Esta relacdo é vélida desde que se tenha dgua destilada a 4 °C.

2. Outras unidades usadas para massas sao:
tonelada (t) — 1t = 1.000 kg
quintal (q) — 1 g= 100 kg

O peso dos animais

Na tabela a seguir estao indicados os pesos médios de
alguns animais:

Beija-flor 10 gramas
Rato 450 gramas
Frango 3 quilos
Gato 6 quilos
Chimpanzé 70 quilos
Avestruz 100 quilos
Cavalo 450 quilos
Vaca 800 quilos
Hipopdétamo 3 toneladas |
Elefante africano 6,5 toneladas | - ’ =
Exercicios
22. Exprima em kg:
a) 237,8¢g c) 136,27 hg
b) 872,374 dag d) 1.374,28 dg
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.a)3.0071,2 m

Respostas

b)702,73 m

c)280,1T m d)2,008 m

)

)

) 742,83823 hm
)47,17626 hm
)3,713297 hm
)0,827413 hm
) 48.003.600 m?
)2.700,16 m?
)0,2607 m?
)200,28 m?

)

)

)

35,9235 dam?
~ 0,7589 dam?
13.835,72 dam’
d)34.500 dam?

a
b
C
d
a
b
C
d
a
b
C

.42 cm?

. 10.800 mm?
.21 km?

.36 m’

.= 12,56636 m’

.15 m?

11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.

20.
21.
22.

a)21,128 m?
b)0,072038 m’
c)=712,9968 m’
d)33.999,568 m*

0,192 dam’
125.000 dm’
1.300 m’
1,468 dam’
942,477 m’

~ 314,160 dm’
= 4,18878 dm’

3a
R = 2%
4

60 k¢
4.188.790 m¢€

0,2378 kg
8,7237 kg
13,627 kg
1,3743 kg

a

~— = e =

b
C
d
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Capitulo

NUMEROS RACIONAIS °
RELATIVOS

Vocé ja parou para pensar por que enquanto em um pais €
noite no outro ainda é dia, ou mais especificamente porque
enquanto no Brasil € meio-dia no Japao é meia-noite?

A causa disso é o movimento de rotacao diario da Terra.
Uma volta completa da Terra em torno de si mesma leva 24
horas ou um dia.

Para podermos dizer qual é o horario em cada lugar, foi es-
colhido um ponto de referéncia, o meridiano de Greenwich,
que é a linha vertical que corta o mapa, passando pela Inglater-
ra, mais especificamente pelo bairro da cidade de Londres cha-
mado Greenwich.

Vejamos o mapa de fusos horarios.

No mapa a seguir marcamos alguns pontos. O nimero 1
representa Greenwich. Abaixo podemos verificar uma linha
de ndmeros que vao de —12 a +12. Esses valores sao usados
para calcular o horério de quaisquer cidades (ou paises), um
em relagdo aos outros.

Por exemplo, se sdao 10 horas em Greenwich (Inglaterra),
serdao
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M 10 + 5 =15 horas em Sri Lanka

@ 10 + 1 =11 horas na Italia

® 10 — 5 =5 horas  no Chile

@ 10 + 3 = 13 horas em Madagdscar

® 10 — 3 = 7 horas Sao Paulo (Brasil)

©® 10 + 10 = 20 horas em Sydney (Australia)

1

oI e
/

N\TA\RTL/D/}(

900 ~
OSSO _—

B anco d e I m age ns R l d ee I Horas atrasadas  Horas adiantadas ”_=.E‘SE: 12

Com isso vimos nimeros novos, ou seja, numeros que re-
presentam quantidades negativas.

Vamos a seguir conhecé-los melhor.

Ao estudarmos as operacoes no conjunto dos ndmeros na-
turais, observamos que nem todas as operagdes eram possi-
veis. Por exemplo, qual o resultado da subtracao 10 — 15 = 2.
Agora, num estudo mais avancado, veremos o conjunto dos
ndmeros inteiros (Z), que sao nimeros naturais (N) precedi-
dos dos sinais (+) ou (—). Quando forem precedidos do sinal
de +, serdao chamados de nimeros inteiros positivos (Z,); e
quando precedidos do sinal de —, serao chamados de nime-
ros inteiros negativos (Z_), e ainda podemos tomar os inteiros
nao-nulos (Z*= 7 — {0}).
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Exemplificando, temos:

+5 |é-se: cinco positivo ou mais cinco
—7 lé-se: sete negativo ou menos sete
0 [é-se: zero (ndo possui sinal)

Reta numerada - representacéo geométrica

Sobre uma reta qualquer, marcamos um ponto O (origem)
e fixamos um sentido de percurso sobre ela, sendo este o sen-
tido crescente, ou seja, todo nimero colocado imediatamente
a direita de outro serda maior; os nimeros a direita de zero sao
0s positivos, e os niumeros a esquerda de zero sao os negati-
vos. Tomamos uma unidade de medida (u) e dividimos a reta,
a partir da origem, tanto para a direita como para a esquerda
em tantas partes quantas desejarmos, ou seja:

-5

.
- v

-4 =3 =2 =1 O 1 2 3 4
NUMEROS INTEIROS NEGATIVOS NUMEROS INTEIROS POSITIVOS

Nimeros inteiros simétricos ou opostos

Dois ndmeros inteiros cujos numerais sao iguais, mas com
sinais contrarios, sao denominados ndmeros simétricos ou
opostos.

Exemplificando, temos:

— O simétrico de +3 é —3.

— O simétrico de —5 é —(—5) = +5.

Consideremos agora a figura a seguir:

il ) O nivel do mar representa

Tha o nivel zero.
g‘:*‘ "1?133 Acima do nivel do mar
=

consideramos os valores posi-

—_— d—_hgg‘: - tivos e abaixo do nivel do mar
|
1 fﬁ%

Q consideramos os valores de

profundidade negativos.
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Interprete as informacgoes a seguir em relacao ao nivel do mar:

EXemploS

a)

b)

C)

O pico da Neblina, um dos pontos mais altos do Brasil, se
encontra a +3.014 m em relacdo ao nivel do mar. Ele fica
a 3.014 m acima do nivel do mar.

A plataforma continental, que é a regiao que contorna os
continentes, tem em média —200 m de profundidade em
relacao ao nivel do mar.

O pico da Bandeira, é também um pico do Brasil, que che-
ga a +2.890 m de altitude em relacao ao nivel do mar.

d) A fossa de Java, localizada no oceano Indico, chega a uma

e)

1.

profundidade de —7.125 m em relagao ao nivel do mar.

A atmosfera, que caracteriza a camada de gases que envol-
ve a Terra, foi dividida em cinco partes pelos estudiosos
por apresentarem caracteristicas especificas.

Sao elas:

Troposfera: que vai desde o nivel do mar até +11.000 m.
Estratosfera: de +11.000 m até +40.000 m.

Mesosfera: de +48.000 m até +80.000 m.

Termosfera: de +80.000 m até +650.000 m.

lonosfera: acima de +650.000 m.

Operagbes no coniunto dos numeros inteiros
relativos: (Z)

Adicao

Vamos calcular:
(+20) + (+5) = 25
{(—20) +(=5) = =25

Para adicionarmos dois nimeros inteiros de mesmo sinal,
conservamos o sinal comum dos ndmeros e adicionamos
os valores absolutos.
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Vamos calcular:

(+20) + (—=5) =15
(—20) + (+5) = —15

Para adicionarmos dois nidmeros inteiros de sinais diferen-
tes, conservamos o sinal do niimero de maior valor absolu-
to e subtraimos os respectivos valores absolutos.

. Subtracao

Recaimos na Adicao devido ao fato de ser operacao inversa
da subtracao, bastando trocar o sinal da operacao e substi-
tuir o subtraendo pelo simétrico, isto é:

[(+20) — (+5) = (+20) + (—=5) =15
J (—20) — (=5) = (=20) + (+5) = —15
(+20) — (—=5) = (+20) + (+5) = 25
(—20) — (+5) = (=20) + (=5) = —25
. Multiplicacao

Vamos calcular:

(+20) X (+5) = +100 100
(—20) X (=5) = +100(

Para efetuarmos a multiplicacao de dois nimeros inteiros
de mesmo sinal, multiplicamos os valores absolutos e atri-
buimos ao produto obtido sempre o sinal positivo (+).

(+20) X (=5)=—100| _ _
{(—20) X (+5) = —1 oo} - 100

Para efetuarmos a multiplicacao de dois nimeros inteiros
de sinais diferentes, multiplicamos os valores absolutos e
atribuimos ao produto obtido sempre o sinal negativo (—).
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4. Divisao
Vamos calcular:

(+20) : (+5) = 4
(—20): (—5) =4
1(+20): (~5) = —4
(—20): (+5) = —4

Aqui valem as mesmas observacoes feitas na multiplica-
cao, mas agora deveremos dividir os valores absolutos.

5. Potenciacao
Primeiro caso: expoente par positivo

Tanto faz a base ser positiva ou negativa: se o expoente for
par positivo, obteremos como resultado da poténcia o sinal
positivo (+).

Assim, temos:
(+8)° = 64
(—8)° = 64
Segundo caso: expoente impar positivo

Assim, temos:
(+4)° = 64
(—4)’ = —64

Terceiro caso: expoente negativo

Neste caso, inverte-se a base, e entao se-
guem-se as regras anteriores:

Exemplificando, temos:
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6. Radiciacao
Esta operacao vai depender do indice da raiz:

e somente poderemos extrair raiz de indice par de nimero
estritamente positivo.

* no caso do indice ser impar, a raiz tera sinal (+) se o ra-
dicando for positivo e (—), se o radicando for negativo.

Exemplificando, temos:

v+16 =4 =16  impossivel
J+27 =3 =27 =-3

Exercicios
1. Efetue as seguintes adi¢coes: 3. Efetue as seguintes multipli-
a) (+32) + (+4) cagoes:
b) (—=32) + (—4) a) (+32) X (+4)
) (+32) + (—4) b) (=32) X (—4)
d) (=32) + (+4) c) (+£32) X (—4)
2.Efetue as seguintes subtra- d) (=32) X (+4)
goes: 4. Efetue as seguintes divisoes:
a) (+32) — (+4) a) (+32) : (+4)
b) (=32) — (=4) b) (=32) : (=4)
c) (+32) — (—4) c) (+32) : (—4)
d) (=32) — (+4) d) (=32) : (+4)
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5. Efetue as seguintes potencia- 6. Efetue as seguintes radicia-
coes: coes:

a) (+5)° c) (+5)° a) v+121 c) 3+27
b) (—5)* d) (—5)° b) =121 d) 3/-32

7. Resolva as seguintes expressoes:

) {[=3+(=2—-7)—4] =3} +5
b) (=7 +3) X2+ (=3 =2):(=5) + (—4)
Q) (=7 +3): (=2 = (=2 = 7)" : (+27)
d)8—[-4+ (-3 +5) — (=2 —8)]

NUMEROS RACIONAIS RELATIVOS

Ja vimos anteriormente os nidmeros racionais. A novidade
aqui é de que o conjunto dos ndmeros racionais também é
composto por nimeros negativos.

As fragdes agora também podem apresentar a forma fracio-
naria:

5
—-5):8=——
| (—5) 3
ou a forma decimal:
5
— = —0,625
8
s _ e
Exercicios
8. Represente na forma decimal 9. Sejam os nimeros —0,4; —2,5;
as seguintes fracoes: —-5,2;0,4;5,2; 2,5.
) _ 10 ) — 32 Como ficariam sobre a reta
25 numérica.
5 42 ~6—5-4-3-2-1 0 +1 +2+3 +4 +5 +6
b) =5 ) -5 A+
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10.

Preencha com os sinais de > e < baseando-se na reta numérica
do exercicio 9.

a) —0,4 ... 1 d) 4o 5,2

b) —0,4......... —-2,5 e) — 4o, ~5,2

c) —525.... 5,25

Operagdes no coniunto dos numeros
racionais relativos

Aqui valem as mesmas observacoes feitas com relagao aos

sinais dos nimeros inteiros (Z).
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1. Adicao:
+12) + (+
2 DV _ (H12)+(+10) 22
\ 5 ) 3 15 15
_i+(_2\:(—12)+(—10):_£
.\ 5/ U 3 15 15
<
(4N [ +12) + (—
LAY, (_2) 12+ (10 o
5 3 15 15
—12) + (+
\ 5 3 15 15
2. Subtracao:
F ( _ +12) + (—
LAY (L2 4 2 1)+ (Z10) 2
.\ 5/ U 3 5 3 15 15
(4 _(_2 _ 4 2 (—12) + (+10) _ 2
5 \ 3 5 3 15 15
2
LAY (2 A4 42 (F12)H+(H10) | 22
\ 5 3 5 3 15 15
(_i _/+2\: 4 N -2 _ (—=12) + (—=10) _ 22
\ 5/ U 3 5 3 15 15
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3. Multiplicagao:

—(+%)X(+ § ) 5

|
m|4>
N——

X
VR

+
w|r\.>
N——

|

|
ks

\
A ) 2\ 8.
5 ) 3 15
y
LA (-2 8
5 3 ) 15
4. Divisao:
(4442
3 5 2 5
() (22
3 5 2 5
<
_4 _g_:_iqxti_zg
5 . 3 5 2 ) 5
) (
_4 :Qri _ _i)x (3 )-_6
5 ) 3) U 5 2 ) 5

5. Potenciacao:

[ 2 3
(+i):i9 (;;)ZAL
5 25 3 27

(_£J2:l£ (_£J3:_1L
\ 5 25 3 27
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11.

6. Radiciacao:

o 9 _ 3
49 7/

2/ — nao é possivel

49

+32

ﬁ

Exercicios

Efetue as seguintes adigdes:

(%)

12. Efetue as seguintes subtragoes
2 [(F3)_ +_2)
7 5
by [—=2]-(-=Z
7 5
o () (-2
7 5
3 +2
U 5

13. Efetue as seguintes multipli-

120

cacgoes:

(2)(2)

Capitulo 8

3 2
-2 Ix|-=
b) 7 5
C) +_3 X _i
7 5
d) _3 X +2
7 5

4. Efetue as seguintes divisoes:

15.

2) +3)(+2)
7 )J°U 5
_3). (-2
b) 7 5
C)_ii _2
7 5
3 +2
d) - )

Efetue as seguintes poten-

2

2 ()
0 (-3) a4



16.

17.

Efetue as seguintes radiciagoes:
+64 64 —|—64 64
a) = |— ) 3 d) 3— 2
144 144 27

Resolva as seguintes expressoes:

G52
R |

“2)e 2]

) Tz}__}_?

2+

o1|w
| =

/“\
gp

+2 |«
3

Q
,—/% ,—4’% | ——
/“\
w|r\o
m|w

Respostas

.a)36 c)28 6.a)11 c)3

b) —36 d)—28 b)nao é d)—2

possivel
a)28 c) 36
b) —11 d)0

) 128 c)—128

b)128 d)128 8.a) =0, c)-8

a) c)—38

_ 9.

b) d-s od 8 [
) 625 c) 125 e
b) 625 d) =125 S2  [23] [Fod]
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10.a) < d) < 15.a)i c)L
b) > e) > 49 32
) < by _2_ d) -1
49 32
29 1
11. = _
) 35 )35 16. a) % c) %
by — 29 ) —_1_
35 35 b)nao é d) _4
possivel 3
12.2) __ ) 29
35 35 13
17.a) ——— c) —1
by - ) —22 20
35 35
b) 2 d) —1
13. a) 6 C) __6
35 35
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9 =

RAZOES

Sabemos que o Brasil é um pais de dimensdes continen-
tais, e que nossa populacdo esta crescendo rapidamente.

Para descobrirmos o nimero de habitantes por quildmetro
quadrado de territério, usamos uma ferramenta matematica
chamada razao.

O territério de nosso pais é de 8.547.403 km?* e nossa po-
pulacao é de cerca de 160 milhdes (em 2000).

Aplicando a razao entre essa duas grandezas, obtemos:

160.000.000 hab.
8.547.403 km?

= 18,7 hab. km?

Essa razdo é chamada de densidade demografica.

Define-se como razdo entre dois nimeros quaisquer, da-
dos numa determinada ordem, com o segundo diferente de
zero, o quociente entre o primeiro (antecedente) e o segundo
ndmero (consequente).
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Sejam A e B dois nimeros quaisquer, dados nessa ordem e
B # 0. Indicaremos a razdo entre os nimeros por:

A A = antecedente
A:B=—, onde: ~
B B = consequente

Exercicio

1. Calcule a razdo, a densidade demografica, entre a populacao e a
area de alguns estados brasileiros.

Ndmero de Area Densidade
habitantes territorial demografica

Pernambuco 7.399.071 98.937

Santa Catarina 4.875.244 95.442

Tocantins 1.048.642 278.420

Paraiba 3.305.616 56.584

Minas Gerais 16.672.613 588.383

Sado Paulo 34.119.110 248.808

Agora, responda:
Dentre os estados brasileiros da tabela acima, qual o que apre-
senta maior densidade demografica? Qual apresenta a menor?

ESCALAS

Escala é a razdo entre o comprimento do desenho e o
comprimento do real.

Exempl
Suponhamos uma casa que tenha sido desenhada na pro-
porcao 1:100
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As dimensdes dessa casa seriam:
7cm X 100 =7 m
T0cm X 100 = 10 m

Portanto, a 4rea dessa casa seria 7 m X 10 m = 70 m®.
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Exercicio

2. A planta do apartamento a seguir esta em escala 1:1.000.

Responda:

a) Quais as dimensoes reais desse apar-
tamento?

b) Qual a area real desse apartamento?

PROPORCOES

Observe os dois desenhos de um mesmo carro:

Além do fato de serem aparentemente semelhantes, o que
mais podemos dizer sobre eles?

Para descobrir a resposta a essa pergunta, pegue uma ré-
gua e meca o primeiro desenho, e em seguida escreva os re-
sultados da seguinte maneira:

altura
comprimento

Facamos o mesmo com o segundo desenho.
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. : ~ 1
Com isso descobrimos duas fracoes — e

> . Observe es-
sas fracdes: qual a relacdo entre elas?

®|w

Podemos concluir que elas sao equivalentes, ou seja, repre-
sentam o mesmo valor:

1 _ 3

2 6

Chama-se proporgao a equivaléncia entre duas razdes.

: : a C
Assim, temos genericamente: —=— oua: b =—c: d,

b d

" S "W

que se lé: “a” esta para “b”, assim como “c” esta para “d”,
" "

onde “a” e “d” sao chamados de extremos e “b” e “c” sao 0s
meios.

Ou seja, para o nosso exemplo:

o= 2oul:2=3:6

Dizemos entdo que um esta para dois assim como trés esta
para seis.

PROPRIEDADE FUNDAMENTAL DAS PROPORCOES

Em toda proporcao, o produto entre os extremos é igual ao
produto entre os meios.

Genericamente:

Seizi,entéoaxdszC.

b d

Para o nosso exemplo:

i=%,temos1><6=2><3.

2
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Exercicios

3. Calcule o produto dos extremos e o produto dos meios das se-
guintes proporcgoes:

2 __7_ 3.9 500 _ 20 . 100 _ 20
V8 28 P33T 75 ~3 95 T3

4. Usando a propriedade fundamental das proporcdes, confira se as

proporcoes se verificam.
10 18 3

3 _10 2 _ 4 10 _ 18
a) 5~ b) 3= 7% <) 1 > d

Determinacéo de um termo qualquer de uma
proporgao.

Para se determinar um termo desconhecido de uma propor-
cdo, basta aplicar a propriedade fundamental das proporcoes.

Exemplo

" n 1

4
Calcular o valor de “x” em: ?:—
X

Solu¢ao

616

4-x=6-16—>x= 7

— Xx =24

Exercicio

5. Determine o valor de x nas proporcdes.
=l
2
12
0

a)

X |© -l>|><

b)

—
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Exemplo

Em um pacote de biscoitos vem 40 unidades. Se para cada
biscoito comido por Marcia corresponde a 3 comidos por
Davi, quantos biscoitos comeu cada um?

x: nimero de biscoitos comidos por Marcia.
y: nimero de biscoitos comidos por Davi.

Portanto: X 1

y 3
Aplicando a propriedade fundamental das proporcées temos:
3x =y ou 3x—y=0

Assim,
x +y =40
3x —y= 0
4x = 40
_ 40 _
X = 1 10
Se x = 10, entao
y = 3X
y=3-10
y = 30

Portanto, Marcia comeu 10 biscoitos enquanto Davi co-
meu 40 biscoitos.

o
Exercicios
6. Determine os valores de x e y nos seguintes sistemas:
[x +y =20 x+y=36 x Xy =270
Ay x _ 28 D x _y 3\ x _y
y 12 7 5 6 5
x—y=12 x—y=12
by x _ 14 Dix _y
y 10 7 5
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7. Em uma empresa, 7 em 10
trabalhadores ganham 2 sa-
larios minimos. Se nessa em-
presa trabalham 10.000 pes-
soas, quantos empregados
dessa empresa ganham dois
salarios minimos?

8. Uma comissao de parlamen-
tares possui 15 membros. Se

Exemplo

para cada homem houver
duas mulheres nessa comis-
sao, por quantas mulheres
ela é composta?

. A soma das idades de Vera e

de sua filha Clara é 30. Se a
razao da menor para a maior

pe

é %, qual a idade de cada

uma delas?

Determine o valor de x nas proporcoes:

2x + 4 2

Solu¢ao

X—5 X+ 4

6 8

a) Utilizando a propriedade fundamental das proporcoes,

temos:

2-3x=1-012x + 4)
bx = 2x + 4
o6x — 2x =4

b) Novamente,

4x = 4

8:(X—5)=6"'(x+4)

8x — 40 = 6x + 24

8x — bx = 24 + 40

2x=64—>x=62—4
X = 32
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Exercicio

10. Determine o valor de x nas proporgoes:

2) 4x  _ 3 b) 5 _ 2
2x + 3 4 X — 1 X+ 1

Média aritmeética
A tabela a seguir mostra o niimero de gols e o nidmero de
partidas de algumas copas do mundo de futebol.

Ano Gols | Partidas Gols/Partida
1970 95 32
1974 97 38
1978 102 38
1982 146 52
1986 132 52
1990 115 52
1994 141 52
Exercicio

11. Calcule as razées de quantos gols por partida foram marcados.

Agora, para sabermos quantos gols em média foram mar-
cados nessas 7 copas de futebol, somamos os gols marcados
em cada uma delas e dividimos pelo nidmero de copas, dessa
maneira:

95+97+102+146+132+115+141 828
7

ou, aproximadamente, 118,28 gols por copa.

~=118,28 gols/copa
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Exercicios

12. Na tabela a seguir esté}o rela- Jogadores Peso
cionados os pesos das jogado- :

q e de b X Vilma 64 kg
ras de uma equipe de basquete Carla 72 ke
feminino.

Elaine 58 kg
Qual o peso médio das atletas Gladis 67 kg
desse time? Bete 70 kg

Média ponderada

Foram medidos os pesos dos alunos de uma classe escolar.
Os valores obtidos foram relacionados na tabela a seguir:

Alunos Peso (kg)
5 46 kg
6 49 kg
8 52 kg
3 54 kg
5 55 kg
3 58 kg
Total 30 alunos

Para determinarmos agora a média de peso dos alunos dessa
classe, deveremos multiplicar os pesos pelo niimero de alunos e
dividir pelo nimero total de alunos da classe, dessa maneira:

5X46 +6X49+8X52+3X54+5X55+3X58
30

1.551
=35 " 51,70 kg/aluno

Portanto o peso médio dos alunos dessa classe é de 51,70 kg.
A esse tipo de média da-se o nome de média ponderada.
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Exercicio

13. Agora calcule a média ponderada das alturas dos alunos da clas-
se citada anteriormente.

Numero de Altura (cm)
alunos

3 147
5 149
4 151
6 154
5 159
4 162
3 165
30 alunos

DIVISAO PROPORCIONAL

Sucessbes de numeros diretamente proporcionais
Consideremos, por exemplo, duas sucessdes de nimeros:
S:2,4,8,16

Sy:8,16,32, 64
Formemos a razao entre cada elemento

de S; com o respectivo elemento de Sy,
obtendo:

S 2 _ 4 _ 8 _ 16

S, 8 16 32 64

e verifiguemos que a razao assim
formada é constante e igual a 1 para 4.

Por ser constante, a razao sera de-
nominada coeficiente de proporciona-
lidade, e indicaremos por Kp.
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Logo,

2 _ 4 _ 8 _16 _1 _,
8 16 132 64 4 P

Genericamente, poderiamos representar duas sucessoes de
ndmeros por:

Si:a, b, c d
Si:A B, C, D
entao:
a _b_c_d_ _K
y 3 C T e p
Conclusao:

Duas sucessdes de nimeros sao diretamente proporcionais
se a razdo entre os valores numéricos da primeira sucessao
pelos respectivos elementos da segunda for constante.

Diviséo em partes diretamente proporcionais

E o caso dos problemas da determinacao dos valores de
uma sucessao desconhecida, sendo dados a outra sucessao e
o valor da constante de proporcionalidade.

Exemplo

Dividir um pacote com 22 caramelos entre [zamar e Mari-
za, de tal modo que as partes correspondentes a cada uma se-
jam diretamente proporcionais respectivamente a4 e 7.

Solu¢ao

Sejam A e B os nimeros de caramelos procurados respec-
tivamente de lzamar e Mariza.

A+B=22 ()
Logo: 4 A B

— == I

4 7 b
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Aplicando-se a propriedade fundamental das proporcoes
em II obtemos:

/A=4B= A= g
Substituindo-se esse resultado em I, temos:
4B 4 B =22
7

Aplicando-se o mmc(1, 7) = 7, temos:

Se B= 14 entio A = 4-44_4 2 =28
e == entao == / - ==

Logo, o nimero de caramelos de Izamar é 8, e 0o nidmero
de caramelos de Mariza é 14.

Sucessbes de numeros inversamente proporcionais
Consideremos, por exemplo, duas sucessées de nidmeros:
S,— 81,27,9,3
S,—1,3,9,27
Formemos a razao entre os elementos de cada uma das su-
cessoes, tais que o antecedente de cada razao seja os elemen-

tos de qualquer uma delas, e o conseqiiente seja formado pelos
inversos dos elementos da outra sucessdo, da seguinte maneira:

S 81 _27_ 9 _ 3
L
S 1 3 9 27
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e verifiquemos que a razao assim formada é constante e igual
a 81 para 1, ou seja:

81 _ 27 _ 9 3 81
1

1

3 9 27
Genericamente, poderiamos representar duas sucessodes de
ndmeros por:

SS— a b, c d
SH_)A/ B/ C/D
entao:
a __ b _ c _ d _ _
T 3 T Kp
A B C D
Conclusao:

Duas sucessdes de niimeros sdo inversamente proporcio-
nais se o produto de um elemento de uma, pelo correspon-
dente elemento da outra, for constante.

Diviséo em partes inversamente proporcionais

Para dividir um nGmero qualquer em partes inversamente
proporcionais a nimeros dados, devemos transformar o pro-
blema em divisao em partes diretamente proporcionais aos in-
versos dos respectivos nimeros dados.

Exemplo

Dividir 14 revistinhas entre Eduardo e Fabio, de tal modo
que as partes correspondentes a cada um sejam inversamente
proporcionais a 3 e 4.

Solu¢ao

Sejam A e B os nimeros de revistinhas procuradas, respec-
tivamente, de Eduardo e Fabio.
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A+B=14 (I)
A B

= I1
T (1)
3 4

Aplicando-se a propriedade funda-
mental das proporcoées em II, obtemos:

Substituindo-se esse resultado em I, temos:

4B
=2 4 B=14
3

Aplicando-se o mmc(1, 3) = 3, temos

4B + 3B
3

=14
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Se B = 6, entao

4 24
A= —-6="—=28
3 3
Logo, o nimero de revistinhas de Eduardo é 8, e o nidmero

de revistinhas de Fabio é 6.

Diviséo em partes diretamente e inversamente
proporcionais simultaneamente

Se uma grandeza é diretamente proporcional a alguns nu-
meros e inversamente proporcional a outros, a grandeza sera
diretamente proporcional ao produto deles.

Exemplo

Dividir o nimero 46 em partes diretamente proporcionais a
5 e 4 e inversamente proporcionais a 2 e 3, respectivamente.

Solu¢ao %
A+ B=46 -
o

A B &=
1 1 ch

5X — 4%
2 3 ﬂ
A B h
S5 4
2 3

procedendo de maneira semelhante
aos casos anteriores, obtemos:

A=30,B=16
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Exercicios

14. Divida o namero 50 em par-
tes diretamente proporcio-
nais a 2 e 3 respectivamente. 20

15. Divida o nimero 70 em par-
tes diretamente proporcio-
nais a 2, 3 e 5 respectiva-
mente. 21

16. Divida o nimero 120 em par-
tes diretamente proporcio-
nais a 4, 5 e 6 respectiva-
mente.

17.Divida o ndmero 55 em par-
tes diretamente proporcio-
nais a 5 e 6 respectivamen-

te. 23,

18. Divida o nimero 33 em par-
tes inversamente proporcio-
nais a 4 e 7 respectivamente.

19. Divida o nimero 250 em par-
tes inversamente proporcio-

REGRAS DE TRES

22.

nais a 0,3 e 0,2 respectiva-
mente.

. Divida o nimero 72 em par-

tes inversamente proporcio-
nais a 2, 3, 5 e 6 respectiva-
mente.

. Divida o nimero 38 em partes

Inversamente proporcionais a
3 5 .

— e — respectivamente.

2 3

Divida o nimero 92 em par-
tes diretamente proporcio-
nais a 3 e 4 e em partes in-
versamente proporcionais a
2 e 5, simultaneamente.

Divida o ndmero 191 em
partes diretamente propor-
cionais a 2, 3 e 4 e em partes
Inversamente proporcionais

a 2 iei simultanea-
3’5 2
mente.

Grandezas diretamente proporcionais

Quando vocé for a um supermercado, para efetuar com-
pras das mercadorias de que precisa, observara que cada uma
delas tem um determinado valor, como o arroz, o feijao etc. ...
e ainda mais, observara que este valor dependera da quanti-

dade que vocé levar.
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Entdo, chega-se a conclusao que a
quantidade de determinada mercadoria e o
custo dela sdo duas grandezas que variam
de maneira dependente uma da outra.

Dai conclui-se que:

“Duas grandezas sao diretamente
proporcionais se, aumentando-se uma
delas, implica no aumento da
outra, e na mesma razao.”

Grandezas inversamente proporcionais

Um exemplo tipico des-
sas grandezas é o seguinte:
consideremos um veiculo
que tenha de ir de uma cida-
de a outra a uma distancia
de 160 quildmetros, e de tal
modo que percorra essa dis-
tancia em 2 horas. Vamos
supor que, por um motivo
qualquer, ao partir de uma
cidade em direcdo a outra
ele tenha de chegar num
tempo menor do que 2 ho-
ras; para tanto, tera de au-
mentar a velocidade do vei-
culo para 100 quildmetros
horarios (100 km/h).
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Percebe-se que nesse exemplo, para uma mesma distancia
fixa (160 quilébmetros), o tempo de percurso que o veiculo le-
vara dependera da velocidade desenvolvida por ele, ou seja,
quanto maior a velocidade, menor sera o tempo de percurso.

Dai conclui-se que:

“Duas grandezas sao inversamente proporcionais se, au-
mentando-se uma delas, implica na diminuicao da outra, e na
mesma razao.”

Regra de fres simples

Denomina-se regra de trés simples o método de calculo por
meio do qual serdo resolvidos os problemas que envolvem
duas grandezas diretamente ou inversamente proporcionais.

Exemplo 1

|zamar comprou seis caixas de lapis, contendo cada uma
doze lapis iguais, pagando R$ 2,40 pela compra. Quanto pa-
gara se comprar oito caixas iguais as primeiras?

Solu¢ao 1
6 caixas — 2,40

8 caixas — [

Um modo elementar de determinarmos o valor das 8 cai-
xas é procurarmos o preco unitario de cada caixa. Logo, se
por 6 caixas ele paga R$ 2,40, entdo por uma caixa pagara
2,40 : 6, ou seja, R$ 0,40. Entdo, oito caixas custardo 8 X
0,40 = R$ 3,20.

Soluc¢ao 2

Formemos colunas correspondentes as grandezas homogé-
neas, e na mesma linha as grandezas heterogéneas correspon-
dentes aos dados do problema.
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Assim, temos:
6 caixas ———— R$ 2,40
8 caixas ——— []

As flechas introduzidas no esquema acima sdo de mesmo
sentido, de acordo com a nocdo de grandezas diretamente
proporcionais.

Entdo, formemos a proporcao correspondente:

6 _ 2,40 _

e =5 —6-0=8x240
8% 2,40
-2
[0=3,20

Portanto, lzamar pa-
gard pelas oito caixas
R$ 3,20.

Exemplo 2

Um automoével, desenvolvendo uma velocidade constante
e igual a 60 km/h, leva quatro horas para percorrer uma dis-
tancia de 240 km entre duas cidades. Tendo acontecido uma
emergéncia, o motorista tera de efetuar o mesmo trajeto em
trés horas. Pergunta-se qual a velocidade (considerada cons-
tante) para que ele faca o percurso no tempo previsto.

Solu¢ao
Observamos que se o motorista diminuir o tempo de per-
curso, ele tera de aumentar a velocidade desenvolvida pelo

veiculo. Logo, sdo grandezas inversamente proporcionais;
neste caso, as flechas terdao sentidos contrarios.
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Donde:
60 km/h ——— 4 horas
] ——— 3 horas

Para formarmos a proporcdo, deveremos inverter uma das
razoes, isto é:

60 3

1
O 4 0O 4
3
Aplicando a propriedade fundamental das proporcodes,
obtemos:

60

3X[O=60X4
60X 4

3
[1=280km/h

Regra de trés composta

Denomina-se regra de trés composta o método de calculo
por meio do qual serdo resolvidos os problemas que envolvam
mais de duas grandezas variaveis.

Exemplo

15 operarios trabalhando nove horas diarias constroem
300 m* de um muro ao redor de um campo de futebol.
Quantos metros quadrados do muro serdo construidos se tra-
balharem 20 operarios durante 6 horas diarias?

Solu¢ao
15 operarios ——— 9 horas didrias ——— 300 m”
20 operarios ——— 6 horas —_ []

Para determinarmos quais sdo as grandezas diretamente
proporcionais e quais as inversamente proporcionais, proce-
deremos da seguinte maneira:
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— consideremos fixa uma das grandezas, como o niimero
de operarios, assim: se 15 operarios constroem 300 m*
do muro, ao aumentarmos o nimero de operarios, eles
construirdo mais metros quadrados. Logo, sdo grande-
zas diretamente proporcionais.

— agora, consideremos fixa a grandeza horas diarias, e as-
sim: se os operarios trabalhando 9 horas diarias execu-
2 o ~
tam 300 m~, trabalhando menos horas diarias, farao me-
nos metros quadrados.

Logo:
operarios horas diarias m’
15 9 |300
20 6 []

Para montarmos a proporcao correspondente, deveremos
isolar a grandeza desconhecida e inverter as razdes corres-
pondentes as grandezas inversamente proporcionais.

Assim, temos:
15 % 6 _ 300

209 ]
~ 300X 20X9
15 X 6
1= 600 m?

~ . 2
Portanto, serdo construidos 600 m~ de muro.
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Exercicios

24.Se trinta litros de um com- 27. Dezesseis operarios traba-
bustivel custam R$ 16,95, lhando seis horas por dia
quanto custardo oitenta li- constroem uma residéncia
tros do mesmo combustivel? em cento e oitenta dias.

Quantos operarios serao ne-
cessarios para construir a
mesma residéncia, traba-
lhando oito horas por dia
durante cento e vinte dias?

25. Se quatro costureiras fazem
32 calcas em cinco horas
diarias de costura, quantas
calcas serdao feitas por nove
costureiras iguais as primei-
ras, trabalhando o mesmo 78

v .Para a construcdo de um
ndmero de horas diarias?

acude, vinte e oito homens,

26. Um acampamento militar trabalhando seis horas diari-
com oitenta comandados as, retiraram duzentos e qua-
tem suprimento para dez renta metros clbicos de ter-
dias. Sabendo-se que chega- ra. Quantos homens serdo
ram mais vinte soldados, necessarios para retirar qua-
pergunta-se: para quantos trocentos e vinte metros cu-
dias terao suprimentos, con- bicos de terra, trabalhando
siderando-os inalteraveis? trés horas diarias?

PORCENTAGEM

Quando efetuamos
uma compra, o vende-
dor, em alguns casos,
pode ou ndo conceder
um desconto. Assim, se
ele concedesse um
desconto de 8% em uma
compra de R$ 100,00,
teriamos que pagar pela
compra somente
R$ 92,00.
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Esses descontos para serem calculados se baseiam em ra-
z0es cujo conseqglente € cem.

Assim, no caso anterior, teriamos: 8/100 = 8%, valor este
que é chamado de taxa e geralmente indicado por “i”; o valor
da compra é chamado de principal ou capital, sendo indica-
do por “C”; e finalmente o desconto (ou acréscimo) é chama-

" 1"

do de porcentagem e indicado por “p”.

Assim temos:

para cada “100” ——— corresponderd “i"
para C ——— correspondera “p”
Logo:
100 ———— |
C ——
ou:
100 i : C-i
= - 100 ° == C o] — =
c p P ' P 00
Exemplo 1

Determine a quanto corresponde 7% de R$ 21.000,00.

Solu¢ao
=7
p=: C-i  21.000X7
C =21.000,00 = p = —=— = ——
1=7% p =R$ 1.470,00
Exemplo 2

Determine a que taxa corresponde R$ 14.000,00 de uma
quantia de R$ 98.000,00.
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Solu¢ao

— 14.000,00
b= ’ ._100-p _ 100 %14.000
C = 98.000,00 — = 58000
= i =14,3%
Exemplo 3

Determine o principal,
dados a porcentagem igual a
R$ 10.000,00 e a taxa de 5%.

Solu¢ao
=10.000,00
P 100-p 100 X 10.000
C :? — = - e
I 5
;] — (o)
I=5% C =R$ 200.000,00
s @
Exercicios
29. Calcule a porcentagem (p), 31. Calcule a taxa (i), dados:
sendo dados: a) C = 3.600; p =36
a) C=2.700;i= 3% b) C = 5.400; p = 1.350
b) C=2,1;i=3,1% c) C = 18.000; p = 90
c¢) C=1.800;i= 6% d)C=0,4,p=0,2
d) C=3.100;i= 8%

30. Calcule o Capital ou Princi-
pal (C), sendo dados:

a) p=600;i=3%

b) p = 81.000; i = 9%
c)p=320;i=5%

d) p=26.000; i = 13%
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JURO SIMPLES

Define-se como juro o lucro que obtemos (ou prejuizo)
quando emprestamos (ou tomamos emprestado) determinada
quantia, num prazo fixo, a taxa fixa.

Simbologia usada:

J — juro simples
C — principal ou capital
| — taxa

t — tempo

Os problemas de juro simples devem ser equacionados
como os problemas de regras de trés.

Assim:
(o capital 100) —— (em 1 ano) —— (produz i)
(o capital C) —— (em tanos) —— (produzira j)
ou
100 1 i
| C ‘ t |j
ou:
100 10 Coict
C t J 100

a) para o tempo expresso em anos:
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b) para o tempo expresso em meses:

C-i-m
m . 12 C-i-m

12 /77100 1200

t:

C) para o tempo expresso em dias:

C-i- d
360 C-i-d
100 36.000

_d_
360

t:

Exemplos

Calcule os juros simples produzidos pelo empréstimo de
R$ 16.000,00 sobre a taxa de 3% durante:

a) 4 anos b) 8 meses c) 36 dias
Solucio

T

C =16.00000— j= &t _ 16000 X3X4 9,000
a) ]~ T DU T 100 S

i=30/0

't =4 anos Logo: /] =R$1.920,00

T

C=16.00000— j= & -m _ 16000X3X8 _,,5 4
b) J UL )= 71200 1.200 /

i =3%

|m = 8 meses Logo: / =R$ 320,00
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=2

C-i-d 16.000 X3 X36

C =16.000,00 — j =
i =3%

32.

33.

_d =36 dias

36.000

=4
36.000 8,00

Logo: | =R$ 48,00

Exercicios

Um comerciante tomou
emprestado a quantia de

R$ 18.000,00 num banco, por
um prazo de 2 anos; sabendo-
se que a taxa bancaria é de
3%, pede-se: qual o juro que
o mesmo devera pagar?

Determine que Capital
emprestado durante 5 anos,
a taxa de 4%, rendeu juros
no total de R$ 20.000,00.
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34.

35.

36.

Por quanto tempo foi em-
prestada uma quantia de

R$ 18.000,00 a taxa de 5%,
sabendo-se que rendeu juros
de R$ 1.800,00?

Determine o juro produzi-
do pelo empréstimo de

R$ 8.100.000,00 a taxa de
4% durante 20 dias.

Determine o tempo necessa-
rio para que um Capital



37.

.a)x =10

duplique, aplicado a taxa de
4% (observagdo: faz-se j = C).

Determine por quantos meses
deve-se emprestar uma
quantia de R$ 930.000,00
para que renda juros de

R$ 3.100,00, emprestada a
taxa de 2% ao més.

Respostas

. Pernambuco: = 74,78 hab./km®

Santa Catarina: = 51,08 hab./km?
Tocantins: = 3,76 hab./km?
Paraiba: = 58,41 hab./km’
Minas Gerais: = 28,33 hab./km?
Sao Paulo: = 137,13 hab./km’
Maior densidade demografi-
ca: Sdo Paulo

Menor densidade demografi-
ca: Tocantins

.a)27 me32m b)864 m?

a) 56 e 56
b)18e 18

c) 1.500 e 1.500
d) 300 e 300

a) 30 # 20. Nao se verifica.
b)12 = 12. Se verifica.

c) 220 # 198. Nao se verifica.
d) 48 = 48. Se verifica.

c)x =3

byx =5 d)x = 135

6.a)x =14,y =
b)x =42,y = 30
co)x=21,y=15
dyx =42,y =30
e)x =18,y =15

7.7.000 empregados
8. 10 mulheres

9. Vera: 25 anos
Clara: 5 anos

9 7
11. 1970 = 2,96 gols/partida
1974 = 2,55 gols/partida
1978 = 2,68 gols/partida
1982 = 2,80 gols/partida
1986 = 2,53 gols/partida
1990 = 2,21 gols/partida
1994 = 2,71 gols/partida

12.66,2 kg
13. =155 cm
14. 20 e 30

10.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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14,21 e 35
32,40 e 48
25e 30
21 e 12
100 e 150

30,20,12e10

.20e 18

60 e 32
36, 75 e 80
R$ 45,20
72 calcas
8 dias

18 operarios

Capitulo 9

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

98 homens

a) p =81
b) p = 0,0651

c) p=108
d) p =248

C = 20.000
C = 900.000
C =6.400

a
b
C
d) C = 200.000

a)i=1%
b)i = 25%

c)i=0,5%
d)i=50%

R$ 1.080,00
R$ 100.000,00
2 anos

R$ 18.000,00

25 anos

2 meses




&

CALCULOS
ALGEBRICOS

CONSIDERACOES PRELIMINARES

Agora vocé tera contato com
uma parte muito importante no
desenvolvimento da capacidade
de raciocinar. Observara a
presenca de letras representando
numeros, sem especificacoes.

Algumas vezes estas letras
serdo chamadas de constantes e
outras vezes serdo chamadas de
variaveis.

F a dlgebra.

TRADUCAO EM LINGUAGEM MATEMATICA

Procuraremos, com o auxilio do conjunto de letras do nos-
so alfabeto latino, representar ou traduzir em linguagem mate-
matica as operacoes estudadas em aritmética.

Sejam, por exemplo, dois nimeros quaisquer que repre-
sentaremos por letras, como A e B.
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Entdao, temos:

A + B — representar a soma entre ambos.
A — B — representar a diferenca entre ambos.

A+ B — representar o produto entre ambos.

A : B — representar o quociente entre ambos.
A? — representar o quadrado do nimero A.
B3 — representar o cubo do numero B.

JA - representar a raiz quadrada do nimero A
B — representar a raiz sétima do nimero B.

... e assim por diante.

VARIAVEIS E CONSTANTES

Denomina-se varidavel a letra que ira representar qualquer
ndmero ou um conjunto de nimeros. Como exemplo teria-
mos: 2x, onde x podera representar qualquer nimero. Entao
2 x estara representando o dobro desse niimero.

Denomina-se constante (ou coeficiente) o caso contrario
ao anterior. Assim, no exemplo 2x, o 2 é uma constante, pois
esta representando uma quantidade que é o valor dois.

EXPRESSOES ALGEBRICAS

Expressoes algébricas sdao expressdes matematicas que en-
volvem variaveis e constantes.

Existem inGmeras aplicacdes praticas para as expressoes
algébricas.

||
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Por exemplo, para representar o peri- a
metro do quadrado a seguir usariamos a
expressao p = 4a ou p, perimetro, é igual 3 3
a 4 vezes o comprimento do lado do qua-
drado.

MONOMIOS

Monomios sdo expressodes algébricas representando o pro-
duto de constantes e variaveis.

2 a*b’

constate parte variavel

Mondmios semellhhantes

Os mondmios sdo ditos semelhantes quando a parte das
variaveis de um sao idénticas.

Exemplos
2 : , .,
3x, 3 xe 2x, pois 0 x é a parte variavel desses

trés monoOmios.

Operacbes com mondmios
Adicao

Para adicionar mondomios semelhantes, somam-se as cons-
tantes e conserva-se a parte variavel.

Exemplos
[. 3x+4x=7x
IL.5x°y + 7x°y = 12X’y

Subtracao

Na subtracdo de mondmios semelhantes, subtraem-se as
constantes e conserva-se a parte literal.
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Exemplos
[. 3x—2x=x

I1.12xy°z — 9xy’z = 3xy’z

Multiplicacao

Para multiplicar polindmios devemos nos lembrar da pro-
priedade da multiplicacao de poténcias de mesma base:
an . am — an +m
e da propriedade associativa da multiplicacdo:

a‘(b-c)=(@-b)-c

Exemplos
I. 42°b° - 2ab’c=4-2-a’-a-b*-b’-c=8a"bh’c
IL12xy - 2xX°z2=12-2-x- X" -y z=24x"yz
Divisao
Para dividir polindbmios precisamos nos lembrar da pro-
priedade da divisao de poténcias de mesma base:
an . am :an -m

sendo n e m ndmeros € N.
EXemploS
L. 25513y2 ; 532y=

3
_ 2 a Y . 32, 1= s5ay

5 a2 y

11.32x*b2* : 8x°bz =

_ 32 x* b z2 _ 2
8 X2 b Z
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Potenciacao

Para elevar um mondmio a um determinado expoente de-
vemos nos lembrar das seguintes propriedades:

(a-b)"=a"-p"

(an)m — an-m
EXemploS

1. 4a*b’? =42 222 -p* - 32 =16a"bc

I1. (—5)<y3z2)3 = (=573 .- x"'. y3'3 .77 =—-125 x3y926

s @
Exercicios
1. Copie a tabela a seguir em 2. Efetue as operacoes:
seu caderno e preencha-a: a) 3a’y + 102’y
P 4 + 4
Monomios|Constantes é.ltte I b) 12xz 32Xz
variave C) 35Xy _ 12Xy
2x° d) 5257 — 3047
5x°)*z e) 3ab - (—2a’b*c’)
fy 5x-10x°y°7"
_332b3 212 3
g) 14a°b°c’ : 7abc
3 ct h) 35x°h* : 5x°b
6 : 4
1) (—2xy)
—-105x° 7"
i) (13a’h)’
POLINOMIOS

Define-se como polinémio toda expressdo algébrica com-
posta por monomios ou pela soma de mondmios.

Os monomios que fazem parte do polindbmio sdo chama-
dos termos.
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Exemplos

5x°y + 2b — polindbmio de dois termos, chamado de
binébmio

3x + 2yt — 3t — polindmio de trés termos, chamado de
trinomio

Grau de um polindmio

Define-se como grau de um polinémio o grau de seu
monémio de maior grau na parte variavel.

Exemplo 1
a) Polindbmio de uma variavel
5x> — mondmio do segundo grau
5%x° + x + 2 x — mondmio do primeiro grau
2 — momomio de grau zero

Logo: 5x” + x + 2 é um polindmio de 22 grau.

b) Polindbmio de duas ou mais variaveis

(3x% ... (2 +3 =5 —

— monomio do quinto grau
3x2y3 —2a’°b’c— 21 2a*b’c..2+3+1=6)—
— monoOmio do sexto grau

|21 ... (0) = monomio de grau zero

Logo: 3x*y’ — 2a°bh’c — 21 é um polindmio de sexto grau.

Exemplo 2

Encontre o grau dos seguintes polindmios

a)2x3y c)3x2y3+4x3+1 e)x4—y2+2x—1
b) 3x°y*t d)3x*y’ — 2
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Solu¢ao

a3+ 1 =4 — quarto grau
b)(2 +2 + 1=25) — quinto grau
c)(2+3=5)>3>0 — quinto grau
d)(2+3=5)>0 — quinto grau
e)4>2>1>0 — quarto grau

Exercicios

3. Encontre o grau dos seguin-
tes polindmios:

a) 3x
b)«E'a
)
)
)

el

a’b’c
d) 8x° — 15x° + 2x* — 1

e) 3a’h’ — 7a*h* — 12a’°bh*
f) 3x* — 7x* + 4a*p°

g) 8 + 2ab — 12a°

h) 7x* — 3y

Valor numérico de expressées algebricas

Seja o perimetro do hexagono a seguir dado pela expres-
sao algébricap = 6 - a.
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Se definissemos a = 3 e substituissemos esse valor na ex-
pressdo algébrica anterior, teriamos:

P=6-3=18
Ao nimero 18 desse exemplo da-se o nome de valor nu-
mérico (V.N.).
Como podemos concluir, o valor numérico é o valor que
obtemos quando sustituimos as letras da expressao algébrica
por nimeros e realizamos todas as operacoes indicadas.

Vamos fazer um pouco de contas?

. PN . 2.3 2
Seja o polindbmio 3x"y” + 2z°t — 3xt + z. Vamos encontrar
seu valor numérico sendo que as variaveis valem:

x=1,y=-2,z=—-1,t=3

VN, =3 (417 (=2 + 2 (=1 (+3) = 3 - (+1) - (+3) + (=1)
VN.=3-(+1):-(=8) +2-(+1)-(+3) =3 -(+1)-(+3) +(—1)
V.N. = =24 +6 —9 —1

V.N. = +6 — 34

V.N. = —28

Agora, para o polindmio anterior, vamos descobrir o V.N.

parax=—1,y=?,z=—?,t=—?.
Logo:
3
+1 —2
V.N.=3-—12-(—) 2-(—
(=1 5 3

V.N. = 3-(+1)-(+l

VN-= g 9 T2 T3
VN, = 27 —32—108 — 48
72
—161
V.N. =
N 72
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Exercicios

4. Em uma fabrica de botoes

para roupa, a producdo de
botbes é representada pela
seguinte expressao algébrica
nb = 305 + 400t, onde nb
representa o nimero de bo-
tdes fabricados e t é o tempo
de producao de botdes em
horas.

5. Suponhamos que a agua

consumida pelas residéncias
de determinada cidade seja
cobrada de acordo com a se-
guinte tabela:

De0— 10kt — p=10+ 2x

De 10 k€ — 20 k¢ — p = 20 + 3x

De 20 k€ — 40 k€ — p = 30 + 4x

Com base nessas informa-

coes, complete a tabela:

t nb

(tempo) | (nGmero de botoes)

1

2

5

10

Dica: Em 3 horas sdo produzidos
nb = 350 + 400 - 3
nb = 350 + 1.200
nb = 1.550 botoes

Operagdes com polinbmios

Adicao

onde p é o preco a ser pago

pelo consumo de agua em

um meés e x € o nimero de k¢
de dgua consumidos.

Responda:

a) Quanto deverd pagar o
dono da residéncia que
consumir 5 k€ de agua em
um meés?

b) E se forem consumidos
15 k€ de agua?

c) E se forem consumidos
30 k€ de agua?

Para operar com a adicao de expressdes algébricas, deve-
mos reduzi-las a forma mais simples, ou seja, necessitamos de
uma reducao de termos semelhantes (os que possuem a mes-
ma parte variavel). Para tanto, eliminamos os parénteses e so-

mamos os termos semelhantes.
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Exemplo
3X°y — 7xy + 4xy” — 3x) + (+2xy° — 5x + 3xy) =
= 3xy — 4xy + 6xy° — 8x

Subtracao

Partindo da nocao de que subtracao é a operacdo inversa
da adicao, entao devemos conservar os sinais dos termos do
minuendo e trocar os do subtraendo, recaindo, portanto, na
adicao.

Exemplo
3X°y — 7xy + 4xy” — 3x) — (+2xy° — 5x + 3xy) =
= 3x°y — 7xy + 4xy” — 3x —2xy° + 5x — 3xy =
= 3x’y — 10xy + 2xy° + 2x

onde:

3x°y — 7xy + 4xy* — 3x — minuendo

2xy* — 5x + 3xy — subtraendo

Exercicios

6. Efetue a adicao dos seguintes polindmios:
a) 2a — 3b + 5¢;3b—2a—4c+ d
b) 3a*>— 3b>— 4c’ — d; 2a>— b* + 2¢’ — 2d
c) 2ab — 2bc + 5cd; 3cd — ab + 2bc
d) x¥* = 3x+ 10; x> — 5x* — 1
e) 2a+ 3b;3a—2b
fy 2m* — 3n*— 4mm; 5mn + 2n* — m?
g) 2 —3b°+ a*; 5 —4a° — b’
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7. Retome os exercicios propostos no exercicio 6 e efetue a subtra-
cao dos polindmios nele enunciados, considerando-se a primeira
coluna como coluna dos polindbmios minuendo e a segunda como
a coluna dos polindbmios subtraendo.

Multiplicacao

e Monoémio por polinbmio
A multiplicacao neste caso consiste em determinarmos os
produtos do mondmio pelos termos do polinébmio.

Exemplos

I. 2ab” - (3a’hc + 2ab® — 3) = 6a’b’c + 4a°bh* — 6ab’
poIs:
(2ab?) - (+3a’bc) = +6a’b’c
(2ab®) - (2ab®) = +4a°bh’
(2ab’) - (=3) = —6ab’
I1.(3ab — 2¢ + 4d) - (—=3a’h) = —9a°b* + 6a’bc — 12a°bd
pois:
(+3ab) - (—3a’h) = —9a’b’
(—2¢) - (—3a’h) = +6a°bc
(+4d) - (—3a°h) —12a°hd

e Polinémio por polinébmio
A multiplicacao neste caso consiste em determinarmos os

produtos de cada termo do polindmio multiplicado pelos ter-
mos do polindbmio multiplicando, um a um.
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Exemplos

164

(2a’b — 3ab’) - (—2a + 5a°b* — 3a’h’) =
—2a=—4a’b
(+2a’b) -4 + 5a*b”> = +10a°h’
_—3a3b5 = —6a’h°
—2a = +6a’b’
(—3ab’) -1+ 5a°b* = —15a’h’
_—3a3b5 = +9a3%p°

Temos entao:
6a’b’ — 15a°h° + 9a*h® —4a’bh + 10a*h> —6a°h°

Exercicio

. Efetue a multiplicacdao dos seguintes polindmios:

a) (+3a) - (—2a°b)
b) (—2a*b’) - (—3a’hc)
c) (=3a’bh?) - (+4ac)
d) (=2mn) - (—m*n)
) (+a’b’c) - (—ab)
(—ab’c?) - (—2a’h)
g) (2a + b) - (ab?)
h) 3ab — 2¢) - (—a’b’)
i) (—3b’c + 2bc?) - (—2ab’)
j) (+2abc — 3c + d) - (ab?)
) (=2m*n —3mn+2m% - (—m + n
m)(m + 2n) - (m — 2n)
(m+2n)-(m+ 2n)
(
(
(

e

—
N—

n
m-—n)-(m-—n)
2 —-3a+5b—-3¢c)-(2a— 3b)
m+2n—p)-(m-—2n+ p)

)
0)
p)
q)
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Divisao com expressoes algébricas

— Divisao de polinémio por monémio
A divisdo neste caso consiste em de- |
terminarmos os quocientes de cada termo
do polindbmio dividendo pelo mondmio
divisor, recaindo no caso anterior.
Exemplo
(25a*b> — 5a’b’> + 20a°b") : (—5ab’) = —5a’ + a’b — 4ab’
+25a*h* : —5ab* = —5a°
pois:4 — 5a’bh’ : —5ab’ = +1a’b = +a’b
—20a’h* : —5ab” = —4ab’

Exercicio

9. Efetue a divisdao dos seguintes polindmios:
a) (+6a ’b’) 1 (+3a)

b) (—3a%) : (—9a)
c) (+49a2b) (+7ab)
d) (+81a°b’m*) : (—9ab’m’)
e) (+7a*b’ — 14a°b*> + 21ab) ; (—7ab’)
fy (+27a b2 9a’b) :(=3ab) oy W)
g) (+28m’n* — 56 m*n> — 28m°) : (—7m?) | R LN
h) (+26x°y’z" — 13xy*7°) : (+13xy2) et

PRODUTOS NOTAVEIS

Sado produtos de polindbmios muito usados no calculo algé-
brico. Vejamos a seguir alguns casos especiais.

Quadrado da soma de dois numeros

Sejam a e b dois nimeros quaisquer.

Sua soma sera representada por (a + b), e o seu quadrado
por (a + b)°.
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Assim:
a+ b
X a+ b
+ab + b’
a’+ab +
a’ +2ab+ b’

Portanto,

(a+b)-(a+b)=a’+ 2ab + b?

E possivel relacionar a expressdo anterior a area de um
quadrado. Veja a seguir:
A L B
a a2 ia X b
___!_I___________I_E _____ F
b axb 1 b2
"~ D! G, ¢
I a b

Exemplo
Ffetue (3x + 4y)°

Solu¢ao

2

e 0 quadrado de (3x) — (3x)* = 9x
e 0 duplo produto de (3x) por (4y) — 2(3x)(4y) = 24xy
e 0 quadrado de (4y) — (4y)2 = 16y2

Logo:

Bx + 4y)° = 9x" + 24xy + 16y
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Quadrado da diferenca de dois nimeros
Sejam a e b dois nimeros quaisquer.

Sua diferenca sera representada por (a — b), e o seu qua-
drado por (a — b)?.

Assim:
a—»>b
X a — b
—ab + b?
a’— ab +
a’ —2ab+ b

Portanto,
(a— b)> =a’ — 2ab + b’
Exemplo

Efetue (3x — 4y)2

Solu¢ao

e 0 quadrado de (3x) = (3x)* = 9x°

e o duplo produto de (3x) por (4y) — 2(3x)(4y) = 24xy
e 0 quadrado de (4y) — (4y)2 = 16yZ

Logo:

(3x — 4y)° = 9x* — 24xy + 16y°

Produto da soma pela diferenca de dois ninmeros
Sejam a e b dois nidmeros quaisquer.

Sua soma sera representada por (a + b) e sua diferenca por
(a — b); o produto, por (a + b) - (a — b).
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Assim:

a+ b

X a—b

—ab — b’

a‘+ ab +

a’ — b

Portanto,
(@a+ b)-(a— b) = a° — b’
Exemplo

Efetue (3x + 4y) - (3x — 4y)

Solu¢ao

e 0 quadrado de (3x) — (3x)* = 9x°
e 0 quadrado de (4y) — (4y)2 = 16y2
Logo:

Bx + 4y) - Bx — 4y) = 9x" — 16y°

Cubo da soma de dois numeros

Sejam a e b dois nimeros quaisquer.

Sua soma sera representada por (a + b) e o seu cubo por:
(a + b>3

=(a+b)-(a+b)-(@a+b)=
=(@+b)?’-(a+b)=
= (a +2ab+b2) (a + b)
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Assim:
a’ + 2ab + b’
X a+ b
a’b +2ab” + b’
a+ 2a’h + ab® +
a’+ 3a’b +3ab> + b’

Portanto,

(@a+ b’ =a>+ 3a’b + 3ab*+ b’

Exemplo
Ffetue (3x + 4y)’

Solu¢ao
e cubo de 3x) — (3x)° = 27x°
e 0 triplo do produto (3x)* por 4y —
— 3(3x)7- (4y) = 3 - (9x%) - (4y) = 108x°y
e o triplo do produto de (3x) por (4y)2 —
— 3(3x)(4y)° = 3 - 3x)(16y") = 144xy”
e 0 cubo de (4y) — (4y)’ = 64y’
Logo:
(Bx + 4y)’ = 27x° + 108X’y + 144xy” + 64y’

Cubo da diferenca de dois numeros
Sejam a e b dois nimeros quaisquer.

Sua diferenca sera representada por (a — b), e o seu cubo
por (a — b)’

=(a—b)-(@a—b) -(a—Db)
= (@a—b)’-(a—h)
= (a® — 2ab + b%) - (a — b)
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Assim
a’> — 2ab + b°

X a—»b

— a’b +2ab* — b’
a— 2a’b + ab® +
a>— 3a’b +3ab> — b’

Portanto,
(a— b)y>=a’ — 3a’h + 3ab’ — b’

Exemplo
Efetue (3x — 4y)3
Solu¢ao
e cubo de 3x) = (3x)° = 27x°
e o triplo do produto de (3x)* por (4y) —

— 3-(3x)7%- (4y) =3-(9x) - (4y) = 108x°y
e o triplo do produto de (3x) por (4y)2 —

—3-(3x)- (4y)° =3-(3x) - (16y°) = 144xy”
e 0 cubo de (4y) — (4y)3 = 64y3
Logo:
(3x — 4y)’ = 27x — 108x°y + 144xy" — 64y’

Em resumo temos:

Principais Produtos Notaveis

(a + b)? = a* + 2ab + b’

(a — b)’ = a’—2ab+ b’

(a+ b)la—b) = a°— b’

(a + b)® = a’ + 3a’h + 3ab® + b’
(a — b)’ = a’ — 3a’h + 3ab* - b*
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Exercicio

10. Calcule usando produtos notaveis:

a) (2x + 3y)
b) (2x — 3y)*
c) (2x + 3y)(2x — 3y)
d) 2x + 3y)°
e) (2x — 3y)’
Respostas
1. |Mondmios |Constantes| Parte 4. t nb
variavel (tempo) | (ndmero
252 2 X de botoes)
5x°y'z 5 xXv'z 1 705
—3a’b’ -3 a’b’ 2 1.105
5 4 5 p 5 2.305
6 6 10 4.305
—105x° 7" —105 x>z
a) R$ 20,00
2.a) 13a’%y f) 50x*y°z* b)R$ 65,00
b) 47 xz* g) 2abc’ c)R$ 150,00
c) 23xy h) 7xb’ 6.a)c+d
d) 2217 i) 16x"y" b)52% — 4b% — 2¢* — 3d
e) —6a‘b’c’ j) 169a*b’ c)ab + 8cd
3. a) primeiro grau d) x> —4x* = 3x+ 9
primeiro grau e)5a + b

sexto grau f) m* = n® + mn

sétimo grau g)7 — 4b° — 3a°

f) quinto grau
) segundo grau 7.a)4a — 6b + 9c — d

8
h) quarto grau b)a’ — 2b*> — 6¢c’ + d

a)
b)
C) sexto grau
d)
e)
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c)3ab — 4bc + 2cd
d)—x’ + 6x° — 3x + 11
e) —a + 5b

fy 3m* — 5n* — 9mn

g) —3 — 2b* + 5a°

8.a) —6a’b
b) +6a’b’*c
c) —12a’b’c
d) +2m’n?
e) —a’b'c

fy +2a’b*c’

g) 2a°b* + ab’

h) —3a’h* + 2a°b’c

) 6ab’c — 4ab*c’

j) 2a’b’c — 3ab’c + ab*d

)

h 2m’n+ 5m*n — 2m’ —

— 2m*n®* — 3mn?
m) m*> — 4n°

n) m* + 4mn + 4n?
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o)m’> — 2mn + n’

p)4a — 6a> + 19ab — 6ac —
— 6b — 15b°+9bc

qm’ — 4n* — p° + 4np

.a)2ab’
a
b) 3
c)7a
d) —9abm’
_Bh a2
e) —a’b + 2a b
fy —9a’bh + 3a
g) —4mn* + 8m°n’ + 4m*
h)2xy*Z — v’z

a)4x” + 12xy + 9y’

b)4x* — 12xy + 9y’

c)4x" — 9y’

d) 8x’ + 36Xy + 54xy” + 27y’
e) 8x’ — 36Xy + 54xy” — 27y




FATORACAO
ALGEBRICA

Casos simples de fatoragéo de
expresstes algéhricas

Primeiro caso: Fatores em comum — Fatores em evidéncia

Consiste em separarmos do polindbmio dado o fator co-
mum, transformando-o num produto de dois fatores, onde
um dos fatores é o fator comum e o outro, que sera colocado
entre parénteses, obtido pela divisao do polindmio pelo fator
comum.

Este fator sera determinado da seguinte maneira:
e isola-se a parte numérica da parte variavel;

e extrai-se o mdc da parte numérica, que sera a parte nu-
mérica do fator comum;

e a parte variavel do fator comum sera determinada consi-
derando-se a variavel (ou variaveis) comum a todos os
termos do polindmio elevada ao menor expoente com
que a variavel aparece no polindmio dado.
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EXemplo |
5a’b*c — 25a°b’c*d + 15a°b*c’d’
Solu¢ao
e parte numérica: 5, 25, 15
e parte variavel: a’b*c, a’b’c*d, a’b*c’ o’
e mdc (5, 25, 15) =5
e fator comum: 5a°b°c

Logo:
(5a°b'c — 25a%°b°Pd + 15a°b°Ad?) : (5a*b*c) =
= ab® — 5bcd + 3a’c*d?
Temos entao:
5a°b’c — 25a°b’c*d + 15a°b°c’d* =
= 5a°b*c - (ab> — 5bcd + 3a’c*d?)
Exemplo 2

a’b®  a'h’ _ a’b°
9 3 27

Soluc¢ao
® parte numérica:
e parte variavel: a’b*, a*b’, a’h°
mae(3.425) 4

e fator comum: —a —
3 3
Logo:
a’b? + a’b>  a’h® _ a’b’ (33 22—
9 3 27 3 3
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EXemplo 3

4x™ — 3x™H — 2x

Solu¢ao
e parte numérica: 4, 3, 2
e parte variavel: x”, x™ 71, x"*?
x™ = x".x
onde: 3 x" 71T =x"-x!
Xm+2 — Xm . XZ
e mdc(4, 3, 2) =1
e fator comum: 1 - x™ - x° = x"
Logo:
4X™ — 3xTFT X" T2 = X" (4 — 3x — 2X°)

poissm<m+ 1< m+ 2 ... paraqualquer valor de m

Exercicio

1. Coloque em evidéncia o fator comum nos seguintes polinomios:
a) mx + my
b) 9m* — 18m’
C) ax — ay
d) 13a’x’> — 15ax’
e) m*n — mn*
) 15a’°b* — 5a’b’
g) 14a’b’c® — 12a°b’c* — 16a*b*c
h) 2a° — 3a
i) 8a’h* — 16a°h’> — 24ab* — 4ab’

-

Segundo caso: Fatoracao por agrupamento

A fatoracdo neste caso consiste em agruparmos os termos
do polindbmio em varios grupos, de tal modo que, fatorando-se
cada um desses grupos, se obtenha um fator comum, o qual
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sera colocado em evidéncia. E o caso da existéncia de fatores
comuns somente a alguns termos e nao a todos.

Assim, temos:

EXemplo 1
3a’ + ac + 6ab + 2bc

Solu¢ao

e formam-se os grupos (3a> + ac) e (6ab + 2bc) colocan-
do-se no primeiro em evidéncia a e no segundo 2b.

Logo:
3a° + ac+ 6ab+ 2bc = a(3a + ¢) + 2b(3a + ¢

obtendo-se neste caso como fator comum: (3a + ¢), que devera
ser colocado em evidéncia, obtendo-se:

3a° + ac + 6ab+ 2bc =
=al3a+c)+2b(3a+c)=Ba+c)-(a+ 2b)

Exemplo 2
ay + by + ax + bx

Solu¢ao

=y(a+ b) + x(a+ b) =

=(a+ b))+ (y+x
EXemplo 3

4ac — 10ad — 6bc + 15bd

Solu¢ao

= 2a(2c — 5d) — 3b(2c — 5d) =

= (2c — 5d) - (2a — 3b)
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Exercicio

2. Fatore por agrupamento os seguintes polindmios:
a) 3ab — 6bc — ad + 2cd

) am + bm + an + bn

) 6mx — 4my + 9nx — 6ny

) abx + aby + cdx + cdy

) 2ax — 3ay + 2bx — 3by

g) 3ac — 9ad — 2bc + 6bd
h) 3abx — 3aby — 2cdx + 2cdy
i) 6abx + 9aby — 6cdy — 4cdx

Terceiro caso: Diferenca de dois quadrados

Esta baseado no produto notdavel da soma de dois nimeros
pela diferenca entre eles, ou seja:

A= B =(A+B)-(A—B)
Para fatorar uma expressao algébrica formada pela dife-
renca de dois quadrados, procedemos do seguinte modo:

e extrai-se a raiz quadrada de cada termo;

e a seguir forma-se o produto da soma pela diferenca en-
tre as raizes determinadas.

Assim, temos:

EXemplo |
Xt — 4y2

Solu¢ao

e extraem-se as raizes quadradas de cada termo:

= x? = x
4y — 4y' =2y
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e forma-se o produto entre as raizes determinadas da
soma pela diferenca entre elas.

Logo:
'S —-4y2 (x +2y) - (x — 2y)
EXemplo 2
25a2° — 36b°
Solu¢ao
25a° — +/25a> =5a
36b% — \/36b%> =6b
Logo:
25a° — 36b%> = (5a + 6b) - (5a — 6b)
Exemplo 3
16a°b® — 15a°h°
Solu¢ao
16a°b® — 15a°h° = a*b°(16b* — 1527
16b% — \16b% =
1532-—>\/15a2 =
Logo:

16a°h® — 15a*bh° = a*°b°4b +a-/15) - (4b —a-+/15)
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Exercicio

3. Fatore por diferenca de dois quadrados os seguintes polindmios:

a) 4m2 — 9p? e) m* — n*
b) a* — b’ fy 25a*> — 16a*
c) a — 1 8 (a+ b)? - (a— b)?
d) 16a* — 25p°¢* hy 2L
n q

Quarto caso: Fatoracao de um trindmio que é quadrado perfeito
Esta baseado nos produtos notaveis:
A* 4+ 2AB + B> = (A + B)’
A* — 2AB + B> = (A — B)’

Para fatorar um trindmio quadrado perfeito devemos pro-
ceder da seguinte maneira:

e extraem-se as raizes quadradas dos termos de “grau
dois” e “grau zero” em relacdo a variavel considerada;

® a seguir verifica-se se o termo de “grau um” é igual ao
dobro das raizes encontradas em relacdo aos termos de
graus dois e zero.

Assim, temos:
Exemplo 1
I9m* + 12mn + 4n°

Solu¢ao

e extraem-se as raizes quadradas dos termos de grau dois
e grau zero em relacdo a variavel, por exemplo: m

Im?> — \J9Im? =3m

4n* — ~\4n* =2n
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e verificacdo de se o termo de grau um em relacidoa mé o
dobro do produto das raizes encontradas:

2-3m)-(2n) = 12mn

A atribuicao do sinal + ou — sera de acordo com o sinal
desse duplo produto no exercicio proposto.

Neste caso — +

Logo:
9m* + 12mn + 4n> = 3m + 2n)°
Exemplo 2
I9m* — 12mn + 4n°
Solu¢ao

e analoga a anterior, somente neste caso o duplo produto
tem sinal negativo (—).

Logo:
I9Im* — 12mn + 4n* = 3m — 2n)*?

Exercicio

4. Fatore os trindmios quadrados perfeitos seguintes:
a) a® + 2ab + b? e) 9a> + 12a + 4
b) a> — 2ab + b’ fy 1—4a" + 4a’
c) 9x° + 30xy + 25y2 g) a® + 6a’b + 9b
d) 4x° — 12xy + 9y°
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Quinto caso: Trinomio do segundo grau

E 0 caso da decomposicao do trindbmio do segundo grau
no produto de dois bindmios do primeiro grau tendo-se um
fator comum, ou seja:

X+ Sx+P=x"+(@a+hbx+ab=(x+a)(x+b)
onde S é a soma de dois nimeros ae b e Pé o produto deles.

Assim, temos:

EXemplo 1
x>+ 7x+ 10
Soluc¢ao
e Identificando-se com: x* + Sx + P, obtemos:
S=+7 e P=+10
O problema consiste em determinarmos dois niimeros, tais que:
S=+7 e P=+10
e Se P= +10 — P > 0, conclui-se que os dois nimeros
possuem mesmo sinal, ou ambos sdo positivos ou ambos
sao negativos.
Logo:
(+1, +10); (=1, =10); (+2, +5); (=2, =5)
e Se S = +7 — considerando os 4 pares observamos que a
Unica possibilidade de soma +7 sdao os nimeros:

+2, +5
Portanto:
x>+ 7x+10=(x+2)(x+5)
EXemplo 2
x> —7x+ 10
Soluc¢ao

e Identificando-se com x* + Sx + P, obtemos:
S=-7¢e P=+10
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e Se P=+10— P> 0, conclui-se que ambos tém o mes-
mo sinal, ou ambos positivos ou ambos negativos.

Logo:
(+1, +10), (=1, =10), (+2, +5), (=2, =5)
e Se S = —7 — a (nica possibilidade de soma —7 sdo os
ndmeros:
(=2, =5)
Portanto:
X —7x+10=(x—2):(x—5)
EXemplo 3
x>+ 2x — 15
Solu¢ao

e |dentificando-se com: x> + Sx + P, obtemos:
S=+2e P=—-15
e Se P= —15— P <0, conclui-se que ambos tém sinais
diferentes, um é positivo e o outro é negativo.
Logo:
(+1, =15), (=1, +15), (+3, =5), (=3, +5)
e Se S= +2 — a Unica possibilidade de se obter soma +2

é com os numeros:
(=3, +5), pois =3 + 5 = +2

Portanto:
x> +2x—15=(x—3) - (x + 5)
Exemplo 4
x> —2x— 15
Solu¢ao

e Identificando-se com: x* + Sx + P, obtemos:
S=-2e P=-15

e Se P=—15— P <0, conclui-se que ambos tém sinais
diferentes.
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Logo:
(+1, —=15), (=1, +15), (+3, —5), (=3, +5)
e SeS= -2
Logo, 0s nimeros sao:
(+3, —5), pois +3 — 5 = =2
Portanto:
X —2x—=15=5=(x+3)-(x — 5)

Exercicio
5. Fatore os trinbmios seguintes:
a) X+ 3x + 2 d) x> —9x + 18
b) x> — 3x + 2 e)y2—|—7y+6
c) X"+ 7x + 12 fy y*—9y+ 14

MIKXI/MO DIVISOR COMUM ENTRE EXPRESSOES
ALGEBRICAS (mdc)

Dadas duas ou mais expressdes algébricas, definimos
como o maximo divisor comum (mdc) entre elas a expressao
algébrica de maior grau que é divisora das expressoes algébri-
cas dadas.

O método pratico para determinacao do mdc é descrito a
seguir.

e Faz-se a decomposicdo das expressodes algébricas em fa-
tores primos.

e A seguir, determina-se o produto dos fatores comuns a
todas, elevados aos de seus menores expoentes.

Exemplo 1
mdc(12ab’c’d, 9a’b*cd’, 18a*b*c?)
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Solu¢ao
e Decomposicao em fatores primos:
12ab’c’d =2°-3-a-b*-c*-d
9a’b*cd’® =3°-a*-b*-c-d
18a*h*'c® =2-3%-a*-b*-
e Fatores comuns a todas as expressoes algébricas, eleva-

dos aos seus menores expoentes, que constituirdo o mdc entre
as expressoes algébricas dadas:

mdc(12ab’c’d, 9a°b*cd’, 18a*bh*c’) = 3ab’c

Exemplo 2
mdc[(a® — 2ab + b%), (a — b), (a°> — b?)]

Solu¢ao
e Decomposicao em fatores primos:
a’ — 2ab + b* = (a — b)*
a—b =(a—b)
a’— b’ =(a— b)a+ b)

e Fatores comuns a todas as expressoes algébricas, eleva-
dos aos seus menores expoentes, que constituirio o mdc entre
as expressoes algébricas dadas:

2 2 2 2
mdc[(a — 2ab + b"), (a— b), (a° — b")] = (a — b)

LRy —
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MINIMO MULTIPLO COMUM ENTRE EXPRESSOES
ALGEBRICAS (mnac)

Dadas duas ou mais expressdes algébricas, definimos
como minimo multiplo comum (mmc) entre elas a expressao
algébrica de menor grau que é divisivel por todas as expres-
soes algébricas dadas.

Mctodo pratico para determinagéo do mme

e Faz-se a decomposicao das expressoes algébricas em fa-
tores primos.

e A seguir, determina-se o produto dos fatores comuns e
nao comuns elevados aos seus maiores expoentes.

Exemplo 1
mdc(12ab’c’d, 9a’b*cd?, 18a*bh*c?)

Solu¢ao
e Decomposicao em fatores primos:
12ab’c®d =2*-3-a-b-c*-d
9a’b’cd’® =3*-a*-b*-c-d’
18a*h*’c® =2-3*-a*-b*- ¢
e Fatores comuns a todas as expressdes algébricas, eleva-

dos aos seus maiores expoentes, que constituirdio o mmc entre
as expressoes algébricas dadas:

mmc(12ab’c*d, 9a°b*cd?, 18a*h*c®) = 22 -3*-a* - b*- - d°
pr— 4 . 9 . a4 . b4 . C3 . d3
= 36 a‘b*c’d’
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EXemplo 2
mmc((a® — 2ab + b%), (a — b), (a* — b?)]

Soluc¢ao

e Decomposicao em fatores primos:
a’—2ab+b’=(a—b)-(a+ b
a—b=(a—D>b)
a’—b’=(@—-b-(a+b
e Fatores comuns e ndo comuns a todas as expressoes al-

gébricas, elevados aos seus maiores expoentes, que constitui-
rdo o mmc entre as expressoes algébricas dadas:

mmc[(a® — 2ab + b%), (a— b), (@* — b)) =(a— b) - (a + b)

s o ®
Exercicios
6. Determine o mdc entre as ex- e) 2ab?, 3a’bc

pressdes algébricas a seguir: f) 2ab, 3a°, 6a°b’

a) 25a°b°c?, 20a’b*cd’ g) 2a’ + 4ab + 2b%, a + b
h) 3m®> — 6m*n, 12m*n

b) 5ab, 3cd

o) 1Zab2c3d3, 242°bd 7. Determi~ne o mrr]c .entre as
expressdes algébricas do

d) 6a’bh’, 3a’b*c exercicio anterior.
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.a) m(x + y) e)(3a + 2)°
b)9m*(1 — 2m) f) (1 — 2a%)°
c)a(x — y) g)(a’ + 3b)°
d)ax’(13a = 15) 5.a) (x + 1)(x + 2)
e) mn(m — n) b)(x — 1)(x — 2)
f) 5a°b*(3 — a) c) (x + 3)(x + 4)
g) 2a’b*c(7bc — 6ac® — 8a%) d) (x — 3)(x — 6)
h)a(2a — 3) e)(y + 1)y + 6)
i) 4ab*(2a® — 4ab — 6b* — b°) f)y (y = 2)(y = 7)
V(a—20) - (3b - d 6.a) 5a’b’c
)@+ b) - (m+ n) b)1
)(3x — 2y) - 2m + 3n) c)12ab’c’d
) (x + y) - (ab + cd) d)3a’p’

J(a+ b)- (2x — 3y) e)ab
) (2a — 3b) - (3x — 2y) f)a

g)(3a — 2b) - (c — 3d) g)(atb)
h)(3ab — 2¢d) - (x — ) h)3m
i) 3ab — 2cd) - (2x + 3y) 7.a)100a*b’c*d’
a)2m+3n)-2m — 3n) E;lii%@&
b)(a+ b) - (a— b) d)6a°b*c
A@+1)-@a—-1) o) 6alhic
d) (4a* + 5b°cH)(4a* — 5b°?) 0 6a°h
e)(m* — n%) - (m* + n? ) ba 5
fy a® - (5 + 4a) - (5 — 4a) 8 2(a + b)

h) 12m*n(m — 2n)
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Capitulo

12

FRACOES
ALGEBRICAS

Denominamos fragao algébrica o quociente entre duas ex-
pressdes algébricas A(x) e B(x), tal que:

A(x)

B(x)

com B(x) # 0

Simplificacéo de fracdes algébricas
Simplificar uma fracao é reduzi-la a sua forma mais sim-

ples. Para isso, devemos dividir os polindmios numerador e
denominador pelo mdc entre eles.

EXemplo |
20a’b*c?
25a*bcd?
Soluc¢ao
mdc(20a’b*c?, 25a*bed’) = 5a°bc
Assim:

(20a°b*c*):5a’bc _ ab’c
(25a*bcd?) : 5a°bc 5ad?
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EXemplo 2
3a’b —3ab — 36b
2a° — 6a’ —36a

Solu¢ao

2a° —6a’ —36a=12al@®> —3a—18)=2ala+ 3)a—6)
mdc[(3a’b — 3ab — 36b), (2a’ — 6a* — 36a)] = (a + 3)
3a’b —3ab — 36b _3ba+3)a—4:(@+3) _ 3ba—4

{3a2b —3ab —36b=3b@* —a—12)=3b(a +3)@a — 4)

2a° — 6a% — 36a 2al@a+3)a—6):(a+ 3) 2a(a — 6)

Y
Exercicio
1. Simplifique as seguintes fracdes algébricas:
31.4 .2 2
a) 2a b"c c) _36a b
25a’b°c 6a’b*c’
2.3 41.4 4
b) 24’17 n2 d) 25a"°b"c
6m~np 5a°b°c’

Reducéo de fractes algébricas ao mesmo
denominador

A reducdo de fracoes algébricas ao mesmo denominador é
feita do mesmo modo que com as fragcdes aritméticas, ou seja:

e extrai-se o mmc entre as expressoes algébricas que sdo
denominadores;

e divide-se o mmc entre as expressoes pelos denominado-
res de cada fracao algébrica dada;

e multiplica-se o quociente assim obtido pelos respectivos
numeradores.
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EXemplo

2a 1 a—>b
3@+b)" (a+b)? 5@+ b)?

Solu¢ao

mmc(3(a + b), (a + b)?, 5(a + b)*] = 3 - 5(@ + b)> = 15(a + b)’
Assim:
15(@+ b)>:3(a+ b) =5+ b)— (a+ b)-2a=10ala + b)
15a+ b’ :(a+b*=15—15-1=15
15(@a+ b)* : 5(a+ b)*=3—-3-(a— b) =3(a— b
Teremos entao:

10a(a + b) 15 3(a—b)

15(a+ b)> " 15(a+ b)*> " 15(a + b)?

PR
Exercicio
2. Reduza ao mesmo denominador as fracoes algébricas seguintes:
2

a)xl3}/,4z Q) 22,42b,5c3/ 5[;3

a’' 4> " a* 3am 9a°m  6a 18a"m

2

b) 3b3 / 2C2 d) 3a , 8a , 5

5m 3am m m+ x m— X

OPERACOES COM FRACOES ALGEBRICAS

Adicao e subtracao
Primeiro caso: Fracoes com denominadores iguais

Para resolver este caso, devemos conservar o denomina-
dor e operar com os respectivos numeradores.
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EXemplo |

5a%h N 3a%h _ 5ab’ + 3a’b

3x 3x 3x
Exemplo 2

7ab 3 7ab — 3

8d>  8d>  8d’

Segundo caso: Fracoes com denominadores diferentes

Para resolver este caso, devemos primeiramente reduzi-las ao
mesmo denominador e em seguida proceder como no caso anterior.

Exemplo 1

3ab n 4ac

2b 5c¢
mmc(2b, 5¢) = 10bc

10bc : 2b =5c— 5c - 3ab = 15abc
10bc : 5¢=2b— 2b - 4ac = 8abc
Teremos entao:

15abc + 8abc  23abc _ 23a

10bc ~ 10bc 10
Exemplo 2 o
3ac _ 2bc
5a 4b

mmc(5a, 4b) = 20ab
20ab : 5a=4b— 4b - 3ac = 12abc
20ab : 4b = 5a— 5a - 2bc = 10abc
Teremos entao:

12abc —10abc _ 2abc _ ¢
20ab 20ab 10
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Multiplicacao

O produto de fracoes algébricas é obtido formando-se uma
nova fracdo onde o numerador sera igual ao produto dos nu-
meradores e o denominador sera determinado multiplicando-
se os respectivos denominadores.

Exemplo 1
3a . 5c _ 1bac
2b  4d 8bd
EXemplo 2
9a = 3c  5e _ 13bace
2b 4d 7 56bdf
Divisao

Para efetuar a divisao entre fragoes algébricas, multiplica-
se a primeira fracao pela segunda invertida.

Exemplo 1
3a . 5c _ 3a  4d _
2b ~4d  2b 5c
_ 12ad _ 6ad
10bc 5bc
EXemplo 2
3ab® . a’h’ _ 3ab® 3¢’ _
4¢c? 3¢’ 4c*  a’b’
_ 9ab’c’ _ 9c
4a’b*c?  4ab
192
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Potenciacao

Para efetuar a potenciacao de uma fracao algébrica, eleva-
mos ambos, numerador e denominador, a poténcia indicada.

( 2a’m )3
3bn?
(2a’m)® = (2)° - (@*)® - (m)® =8a°m’
Bbn?)? =3)° - (b)® - (n?)® =27b%n°

Exemplo 1

Resultando em:

EXemplo 2

a—b 2: (a-b? _
3(a+ b) 32.(a+ b)?
_ a’ —2ab + b?
9a% + 18ab + 9b*

¥ o Ny
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Radiciacao
Para efetuar a radiciacao de uma fracao algébrica, extraimos
a raiz indicada do numerador e do denominador da fracao.

Exemplo 1

Jja+b Jatb  Ra+b
8 g 2

YR
Exercicio
3. Efetue as operacoes seguintes:
2a 3a 4ab 4mn’ . 4p’q
a) + + ) :
5b 5b 5b ; 3p°q®  9m’n
) 3¢ _ _5d h) 5a’b>  6c? m’p
2ab  2ab 9m’n  25a*b  4n?
2
Q) a-—+1 B 5a + a—1 i 2a°h
a—1 az —1 a1 3mn3
d) 5a’b  8c’d i a-1Yy
3c 4ab° a+1
3a’h . 5ab’ [ (5a+3)-2a-1 ]
e) > 5 ) 5
5cd 3c | 3b+2)-4z

f x+2x=3 x?=7x+10
x*—6x+5 x>+ x—6
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Respostas

ac
a [E—
) b
2
b)
m-p
6
C)
ab’c?
d) 5abc
a) 423 x 3a2y 16z
4a* " aa* ' aa*
9ab 10cm
b) 3 / 3
15am 15am
0 12a°m 8a’bm?
18a*m*® " 18a*m*® '
15acm’ 5h2
18a*m*® " 18a*m’
2,2 2
d) 3a“(m X“)

m(m + x)(m— x) '

8am(m — x)
m(m + x)(m — x)

/

5m(im + x)
m(m + x)(m — x)

5a + 4ab
a) —
5b
3c — 5d
b) 2ab
2a> —5a+2
)
(a+NDa-—1
d) 10acd
3b°
9ac
25bd?
f) 1
2) 3m*n’?
r’q’
h) b*c*mp
30a%n’
i 432°p?
9m?n®

a’ —3a+3a—1
a’ +3a>+3a+1
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Capitulo

13

EQUACOES E
INEQUACOES DO 1° GRAU

Problemas do quotidiano

Jodo trabalha no centro de uma grande metrépole, mas mora
em uma cidade do interior.

Para ir ao trabalho todos os dias ele toma duas conducdes:
um trem e um 6nibus e caminha mais 3 km a pé.

A

Sabendo-se que a distancia entre sua casa e o trabalho é
de 36 km e que a distancia que ele percorre de trem é duas
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vezes maior que a distancia que ele percorre de 6nibus, quan-
to ele percorre em cada uma dessas conducoes?

distancia de 6nibus: x
distancia de trem: 2x
distancia a pé: 3 km
Total 36 km
Assim: x + 2x+ 3 =36 ou x =11
Dessa maneira ele percorre 11 km de 6nibus e 22 km de trem.

Como pudemos verificar em nosso exemplo, uma equacao
que pode ser escrita na forma ax + b = 0, onde a e b sdo nu-
meros racionais e a # 0, e sendo que x assume valores racio-
nais é chamada de equacao de 1° grau a uma incégnita.

Equacbes do 1° grau

Para resolvermos qualquer tipo de equacdo do 1° grau é
necessario que conhegcamos as propriedades fundamentais da
igualdade. Sao elas:

19) Principio aditivo da igualdade

Se adicionarmos ou subtrairmos um mesmo ndmero
dos dois lados de uma igualdade, obteremos uma nova
igualdade.

Exemplo
Adicionando a ambos os membros (—3), obtemos:
a+3+(=3)=5+(-3) &
Reduzindo aos termos semelhantes:
at+t3—3=5-3
at+0=2
a=2
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29) Principio multiplicativo da igualdade

Se multiplicarmos ou dividirmos por um mesmo ndmero,
diferente de zero, os dois lados de uma igualdade, obteremos
uma nova igualdade.

Exemplo
X
- =12
3

Multiplicando ambos os menbros por —3, obteremos:

| <

— -—=3=12--3
3
X =—36
32) Sejam dois ndmeros racionais - e £ e se a4 - ¢ entao
) >ejam dois nd R > b b
a=c.
Exemplo 1
X —2 3
4 4
lgualando os denominadores, temos:
xX—2=3

Adicionando a ambos os membros 2, obteremos:
X—2+2=3+2
x=5
Exemplo 2

o x _2x _ 7

3 4 3 12
mmc(3, 4, 12) = 12

Assim:

—4 4+ 3x 8x —7

12 12
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Como os denominadores sdo iguais:
—4 + 3x=8x—7
Utilizando o principio aditivo da igualdade:
3x —8x=—7+4
—5x=—3

e agora, o principio multiplicativo da igualdade, multiplican-

do ambos os membros por —%, obtemos:

Exercicio

. Resolva as seguintes equacdes do primeiro grau utilizando as pro-
priedades fundamentais das igualdades:

a) x =7 e)2m—4=7

b) 5x = 4 H L -5=4
c)x+1=28 g) 3x+5=2x—1
dx—-5=7 hyy+2(y—2)=y — 1

RESOLVENDO PROBLEMAS COM UMA VARIAVEL

Vejamos como resolver alguns problemas que envolvem

equacoes do 1° grau.

Exemplo 1

Se do dobro de um niémero subtrairmos 3, obteremos 7.
Qual é esse nimero?
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Seja “x” o nimero procurado,
entdo “2x” representara o dobro
dele.

Logo:

2x —3 =7

2x — 3 +(+3) =7+ (+3)

2x =10

+1 — . +_1 — =

EXemplo 2

A soma de nossas idades atualmente é 45. Calcule-as, sa-
bendo que sou mais velho do que vocé 7 anos.

Seja: x — minha idade atual e
x — 7 — sua idade atual
Logo: x + (x —7) =45 —=2x—7 + (+7) = 45 + (+7)
2x =52

w52 ()

X = 26 anos

Entao sua idade sera: x — 7 =26 — 7 = 19 anos

s @
Exercicios
2. Carlos comprou trés televiso- 3. Se da metade de um nidmero
res por R$ 2.700,00. Quanto subtrairmos 7, obteremos 2.
custou cada um? Qual é o nimero?
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12.

. Se ao dobro do nimero pen- 9

. Se ao triplo do ndmero de obtendo 60. Qual foi o nt-

canetas que eu possuo atual- mero pensado?
mente somarmos 2, obte-
remos 23. Quantas canetas
eu tenho?

8. Se da terca parte de um nu-
mero tirarmos 1, obteremos
5. Qual é esse nimero?

. Se a quinta parte do niimero
de bonés que eu possuo adi-
cionassemos 2, obteriamos 6.
Quantos bonés eu possuo?

sado por mim somarmos 3,
obteremos 13. Qual foi o na-
mero pensado?

. Se da metade da sua idade  10. A quarta parte do nimero de
tirarmos a terca parte dela, blusas que eu possuo é 3.
obteremos 6. Qual é a sua Quantas blusas eu tenho?
idade?

11. Se do dobro do nimero de

. Pensei em um ndmero e adi- gravatas que possuo tirarmos
cionei 6. O resultado assim 3, obteremos 11. Quantas gra-
obtido multipliquei por 3, vatas possuo?

Enigma

Sobre o timulo de Diofanto havia sua histéria, e quem conseguis-
se decifra-la descobriria sua idade. Vamos tentar desvendar esse
mistério?

19) Deus concedeu-lhe passar a sexta parte de sua vida na juventude;
2
3

9) um duodécimo na adolescéncia;
°)

4°) depois de cinco anos, nasceu seu primeiro filho;
°)
°)

um sétimo no casamento, sem ter filhos;

5
60

Quantos anos viveu Diofanto?

esse filho, ao atingir a metade da idade de seu pai, morreu;

apo6s quatro anos da morte de seu filho, morreu Diofanto.

Dica: se considerarmos x o niimero de anos que viveu Diofanto,
teremos esse enigma na forma de uma equacao do 1° grau, ou seja:

X X X X
X X 4 X 454 X 1 4=
6 Ty Tt T AT
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13. Um terco do que ganho é reservado ao pagamento do aluguel e
dois quintos sao gastos em alimentacao. Se do que sobra, coloco
metade na poupanca, ficando com R$ 150,00 para gastos gerais,
qual é o meu salario?

Equacgbes racionais {racionarias redutiveis ao
primeiro grau na variavel

Uma equacao diz-se racional fracionaria quando contiver
variavel no denominador da equacao.

. x — 1 ) . )
Assim — 2 - _X é uma equacdo racional

X X —3 X —3

fracionaria.

Neste caso, define-se como dominio de validade para uma
equacdo racional fracionaria o conjunto de valores que nao
anulem o denominador da equacao.

Exemplo
Resolva a equacao:
x —1 2 X
X  x-3 B x—3
Solu¢ao

a) Determinacao do dominio de validade:
x# 0e
X—3F0—=x#3

b) Determinacdo da raiz da equacao:

mmc(x, (X — 3)] = x* (x — 3)
x—=—Dx—=3)—2-x _ x2

X+ (x —3) _X'(X—3)
x> —4x +3 —2x = x"— —6x = —3

1
6X = 3 — X = —
X X=-
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Capitulo 13



Como % é diferente de 0 e de 3, entao 1 éraizda equa-

2

ouxe L
¢ao ou x = —-.

Exercicio

14. Resolva as equacodes racionais fracionarias seguintes, e em cada
caso determine:
I) o dominio de validade
II) a raiz da equacao

x + 1 x — 1 5x +4 5
by —X _Xx—-3 _ 18 ) 3x =2 2x+1
xX—3 x+3 x> =9 3x +5 2x—3
3—x
=4
c) X — 2

INEQUACOES DO PRIMEIRO GRAU

Para preparar um ama-
ciante de roupas, dona Dirce
lé na embalagem que deve
acrescentar ao seu contetido
4 litros de agua. Ela obteve
com essa mistura um volume
maior que o séxtuplo do vo-
lume inicial da embalagem.
Como podemos representar
essa situacdo com uma desi-
gualdade?

Se considerarmos como x o volume da embalagem, teremos:
X+ 4> 6x

que é uma inequacao do primeiro grau com uma incoégnita.
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Resolugéo de inequacbes do primeiro grau a uma
vatiavel no coniunto “Q”

Para que possamos resolver a inequacao do exemplo ante-
rior e todos os tipos de inequacodes, é necessario que conhe-
camos algumas propriedades.

19) Propriedades fundamentais da desigualdade

Se adicionarmos aos dois membros de uma desigualdade
uma mesma quantidade “m” (m > 0 ou m < 0), a desigual-
dade ndo muda de sentido.

29) Principio mutiplicativo da desigualdade

Se multiplicarmos ambos os membros de uma desigual-
dade por uma mesma quantidade m (m > 0), a mesma nao
muda de sentido; mas se multiplicarmos ambos os membros
por uma quantidade m (m < 0), a mesma mudara de sentido.

Exemplos

Resolva as seguintes inequacoes:

I. 5a—18>0
Adicionando +18 a ambos os membros, obtemos:
5a—18 +(+18) >0 +(+18) — 5a> 18

Multiplicando por +T1 ambos os membros, obtemos:

+1 +1 18

—1>18 | — | — g > —

53(5) 8(5) a S
18

Logo: S={a€®|a>T}

II. 5a+18=0
Adicionando —18 a ambos os membros, obtemos:
5a+ 18+ (—-18) =0+ (—18) — 5a= —18
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Multiplicando por %1 ambos os membros, obtemos:

1 +1 18
5a-( )= 18 [ )= 218
a (5) (5) 4=~

Logo: 5={a€®|a>—1T8}

III. -3a—7<0
Adicionando +7 a ambos os membros, obtemos:
—3a—7+(+7)<0 +(+7)—23a<7

Multiplicando por —% ambos os membros, obtemos:

: : 7
Ba-l-——|>7[-—=|—-a>-L
33( 3) ( 3) =73
7

Logo: S={a€®|a>—?}

Observacao: Quando multiplicamos ambos os mem-
bros da desigualdade por um ndmero negativo, é inver-
tido o sentido da desigualdade.

IV. -5a+2<0
Adicionando (—2), a ambos os membros, obtemos:
—5a+2+(—2)<0+(—2)— —ha< -2

Multiplicando por (—%)ambos 0s membros:
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Exercicios

15. Resolva as seguintes inequacdes do 1° grau.

a)5x—7>8x+3 d)3(x—2)+2(x+3)=2x—32x—7)
2y 3y —1) 1
— <_
byx+1>0 e) 3 R >
2x — 1 1 X
— — _—_—_=
c)32x+ 1) 3x < 5x—1 1) 3 5 1

16. Dona Maria possui uma quantidade x de galinhas em seu quintal.
Se ela acrescentar 5 galinhas a sua criacao ela ficara ainda com
menos de 40 galinhas. Qual o nimero méaximo de galinhas que
ela possui atualmente?

17. Para preparar um suco de guarana Jandira utilizou uma quantidade
n de concentrado de guarana e adicionou 2 litros de agua. Ela ob-
teve 8 vezes mais de suco do que a quantidade utilizada de con-
centrado. Quanto ela utilizou no maximo de concentrado?

SISTEMAS DE EQUACOES SIMULTANEAS
DO PRIMEIRO GRAU

lzamar e Mariza tém juntas 31 figurinhas. Sabendo-se que
|zamar possui mais figurinhas que sua irma Mariza, pede-se:
calcular o nimero de figurinhas de cada uma, se a diferenca
entre o nimero delas é 5.

Seja x — o nimero de figurinhas de lzamar

e y— o nUmero de figurinhas de Mariza

Vamos entdo formar as sentencas correspondentes ao pro-
blema em questao:

I. Elas tém juntas 31 figurinhas: x + y = 31.
I1. A diferenca entre o nimero de figurinhas de cada uma é 5.
X —y=5, pois(x>y)
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Logo, temos: x + y = 31 e x — y = 5 que pode ser repre-
sentado como:

x+y =31
X—y=5

Para determinarmos o nimero de figurinhas de cada uma,
devemos resolver o sistema proposto.
Seja o sistema anterior:

X +y =31
X—y=25

Vamos isolar uma das variaveis de uma das equacoes e
substituir na outra. Assim temos:

x=31—y
e agora substituindo,
31 —y—y=5
Resolvendo a equacao temos:

—2y =5 — 31
—2y = —26
y=13

Como x = 31 — vy, temos:
x=31—-13—-x=18

Para verificar se o resultado encontrado esta correto, subs-
tituimos os valores no sistema inicial:

{X+y=31 — 18 + 13 = 31
xX—y=5 — 18—-13 =231
Portanto, Izamar possui 18 figurinhas e Mariza possui 13.
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18.

19.

208

Exercicios

Resolva os seguintes sistemas
de equacdo simultaneas do
primeiro grau nas variaveis.

a){2x4—%/=47

x+y =20
2ty =-18
X—y=3
[3m+ 4n=-9
28 13
+2n=——=
m n .
Cg=__
d)y P~ 977735
3p +5q =3
[(3r +5=3
e)< 8
+2s =2
Lr s 3
2a+3b=
f a+3b=28
a=b—1
Se ao dobro do ndmero de

revistinhas de Sandra adicio-
narmos o triplo do ndmero
de revistinhas de Patricia,
obteremos 27. Sabendo-se
que Glaucia tem uma revisti-
nha a mais do que Patricia,
pede-se: quantas revistinhas
possui cada uma?

Capitulo 12

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Cida e Tula possuem juntas
R$ 45.800,00. Quanto pos-
sui cada uma, sabendo-se
que o dobro do que possui
Cida, adicionando com a
metade do que possui Tula,
é R$ 50.350,007

Se ao dobro da idade de Yo-
landa, adicionarmos a minha
idade, obteremos 64 anos.
Sabe-se que Yolanda é 7 anos
mais nova do que eu. Quais
sao nossas idades?

A soma de dois nimeros é
20. A diferenca entre eles é
6. Quais sao os nimeros?

Se ao quadruplo de um ndme-
ro inteiro somarmos o triplo
de seu sucessivo, obteremos
31. Quais sao 0os nimeros?

Se a um nUimero inteiro so-
marmos o triplo de seu suces-
sivo, obteremos 35. Quais sao
esses nimeros?

A diferenca entre dois nime-
ros é 7. Sabendo-se que se ao
triplo do maior adicionarmos
o menor obteremos 29, quais
sao 0s numeros?

Juntos, eu e Heloisa, possui-
mos 63 livros em nossa biblio-
teca. Quantos livros nos te-



27.

_ e e
w N =

o © o0 N o u bk~ w N

mos, sabendo-se que possuo
9 livros a mais do que Helofsa?

Se adicionarmos ao triplo do
que Durvalino possui mais o
quanto eu possuo, teremos
R$ 20.000,00. Quanto pos-
sui cada um de nés, saben-

.5

28.

do-se que nossas quantias
sao iguais?

Mario e lzaura possuem jun-
tos 16 discos. Quantos dis-
cos possui cada um se Mario
possui 2 discos a mais do
que lzaura?

Respostas
a) x =7 e)m=12—1 14.a) . x# —1Tex#1
b x = 4 Np=18 II. x= -2
X_? P= b)I.x# —3 e x # 3
c)x=7 g)x=—20 I1.S=0
d) x =12 h)yzi c)l. x#2
2 Hx=L
. R$ 900,00 ' 5
4
DI x# ——L
.18 ) L. x =
. 7 canetas II.s=0
_5 3
e)l. x # 3 exqﬁ7
. 36 anos 1. x = 1
26
14 10
15.a) S={xeqQ| x<— —}
18 3
byS={xeQ]| x> —1}
. 20 bonés
= >
. 12 blusas AS=Ixefx 22}1
. 7 gravatas d)SZ{XEQ|X>7}
. 84 anos e)S={xeEqQ| x<0}
.R$ 1.125,00 fy S={xeqQ| x= %}
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16. 34 20. Tula— R$ 27.500,00
Cida— R$ 18.300,00

2 .
17. 76 ou, aproximadamente, 21 Minha — 26 anos

0,28 ¢ Yolanda — 19 anos
22.7e13
18.a) x =13 e y=7
23.4e5
b) x = -5 e y=-8 ©
14 5 24.8e9
C) m = _T e n = T
25.2e9
d) = l e — i
P=3 9= 75 26. Eu — 36 livros
2 Heloisa — 27 livros
e)r= 3 e s=1
27. Possuimos R$ 5.000,00 cada
fla=1 e b=2 um.
19. Glaucia — 6 revistinhas 28. Mario — 9 diS_COS
Patricia — 5 revistinhas Izaura — 7 discos
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Capitulo ¢ ;

4

O CONJUNTO DOS
NUMEROS REAIS

Os numretros reais

O conjunto dos nimeros reais é formado por todos os nu-
meros, racionais e irracionais, ou seja, r = q U I

Vejamos isso por meio R

do diagrama ao lado: | 5 Q

N

Relacéo entre 0s coniuntos numéricos
Resumindo o que foi visto anteriormente, temos:

conjunto dos nimeros naturais
conjunto dos nimeros inteiros

o NB
I

= conjunto dos nimeros racionais
r = conjunto dos nimeros reais
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Podemos estabelecer as seguintes relagdes entre esses
conjuntos:

nCzCqOCr

Para ilustrar essas relacoes observe o diagrama a seguir:

0,237237723777 ...

Analisando o diagrama temos:

el en lez leqel er

e - 8¢&n -8€z —8&€qe —-8¢€r

e —315¢&n, —3,15& 2z —3,15€ qe —3,15 €
en&EnnE&zn&qener

Potenciacéo em r
n 1

Seja a " = - (a# 0, ne N)
a
Valem as seguintes propriedades:
(am . an — am +n )
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EXemploS

Radiciagéo em r
Seja ?/N , valem as seguintes propriedades:
1.Senépar— 1 YN se e somente se N > 0

3 W>Ose/\/>0

2. Se n é impar
{EI N <0se N<0

Exemplo

V+16 =4 AN-16 R +8 =+2 -8 =-2

Vejamos a seguir exemplos de como resolver equacgdes.
Exemplo 1
x'=-=2
Seja:x2 =4 — xzifﬁ{ .
x" =42
Logo: X’ =4 — §S={-2, +2}

Conclusao: Quando o indice for par, a equagao proposta
admitird duas raizes reais e opostas (ou simétricas), com o
radicando positivo.

Exemplo 2

Seja: x> = +8 — X =348 — x=2— §={+2)

se: X’ = —8— x=4—-8 - x=-2—>S5={-2}

Conclusao: Quando o expoente da variavel for impar, a
equacao proposta admitird uma Unica raiz real e de mesmo
sinal do radicando.
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Exercicios

. Calcule em r as raizes a seguir:

a) V9 fy +1
b) 27 g) 64
) 27 h) {—64
d) V-8 i) A1
e) -8 i) Y+

2.

Resolva as equacoes abaixo
e quando possivel determine
a solucao:

a) X =

b) x* =2
c)x =2
d) x* = 256
e) X = —2

EQUACOES DO SEGUNDO GRAU COM UMA
UNICA VARIAVEL

214

Uma empresa que vende loteamentos montou um condo-
s . ) . ~
minio de chacaras, cada uma com 1.500 m“. As dimensoes de

cada chdacara sao para cada x metros de frente x + 20 metros
de fundo.

Como expressar matematicamente essa situagao?

Basta multiplicar as dimensdes do terreno e igualar a me-
tragem total.

Capitulo 14




Na pratica:
x (x +20) = 1.500
x> +20x — 1.500 = 0

que é uma equacido do tipo ax> + bx + ¢ = 0 com a, b e
cerea+0.

As equacoes de segundo grau podem ser:
e incompletas
e completas

Veremos a seguir como resolvé-las.

Resolugdo de equagdes incompletas do sequndo grau

Primeiro tipo: ax’=0[a@a#0;b=0;c=0), a€ER]

Y ' uaca Vi -
Para resolver esse tipo de equacao, dividem-se ambos os
membros por “a”, obtendo-se:

ax’ :a=0:a

Logo:
ax’=0— S=1{0,0}— S = {0}
EXemplo
Resolva: —13x*> = —52

Dividem-se ambos os membros por (—13):

—13x%? =52

—13 —13

x2=4—>x=i«/7—>{ =4 =2

Xl
x" = —«/Z = =2

—13x* = =52 — S ={-2, 2}

Logo:
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Segundo tipo:
ax’ + bx=0[a#0,b+#0,c=0),(a b) €R]

Para resolvermos esse tipo de equacao, fatoramos a mes-
ma em x, obtendo

x(ax + b) =0

Se o produto de duas quantidades é igual a zero, é porque
uma delas é zero.

Logo:

xX"=0Qouax+ b=0

ax = —>b

n __ b
X = ———
a
Logo:
. b
ax’ + bx=0— 5——{0,—=5—}
EXemplo

Resolva 4x* — 8x =0
Fatorando por evidéncia (4x), obtemos:

4x(x —2)=0
Entao:
4x=0oux—2=0
ou:
(4x) :4=0:14 X =0
X''= +2
Logo:
4x° —8x=0—S=1{0, +2}
216
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Terceiro tipo:
ax>+c=0[@#0,b=0,c#0),(a c) €ER]

d \ d

Para que essa equagao admita solucao é necessario que o

ou:

: c . " ~ .

radicando ——— seja positivo, ou “a” e “c” deverdo ter sinais
a

opostos, caso contrario nos levara a S = J, devido ao indice

da raiz ser par.

Se: —% >0—ax +c=0— S={+\/—£,—\/—£}

da d

EXemplo

Resolva3x’ =7 =0
Transpondo “7” para o segundo membro, obtemos:

3" =7

3

-+
|
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Exercicio

3. Resolva em r as seguintes equagdes incompletas do segundo
grau na variavel:

a) 2x> = 0 ﬂ{}2:
by 2 —1=0 g)3t° +9 =

_ 2. 1,
) 3x —7x=0 h) o ot 0
d) V3 t2=0 i) —47 =
e)2¢ —8=0

Resolugbes de equagbes completas do
segundo grau

Dada:ax* + bx +c=01a b, c)Er;a# 0;: b # 0; c # 0]
devemos transforma-la numa equivalente, de tal modo que o
primeiro membro seja um quadrado perfeito. Para tanto trans-
pomos para o segundo membro “c”:

ax’ + bx = —c
Multiplicamos ambos os membros por “4a”:
4a°x" + 4abx = —4ac
. 2,
a seguir, somamos a ambos os membros b”:

42°x* + 4abx + b* = —4ac + b’

4a°x? + 4abx + b? = 2ax + b)?
em que:
b? — 4ac = A (A — discriminante)
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Entao:
(2ax + b)* = b* — 4ac

Jax + b = J_r\/b2 — 4ac

Dax =2b * \/b2 — 4ac

3 —bi\/b2 — 4ac

X_
2a

Essa é a chamada fomula de Bhashara (um matematico
hindu do século XII), que representa a generalizagdo da reso-
lucdo de equacoes de 2° grau com uma incoégnita.

Concluimos entdo que a solucdo de ax” + bx + ¢ = 0 é

dada por:
{ —b+VA  —b A }
5= :
2a 2a
Exempl
Resolva 2x° — 3x + 1 =0

a=+2

b=-3

c=+1

Entio: A= b*>— 4ac= (=3 —4(+2)(+1)=9—8 =1
Logo:
—(=3) N1 4+3+1 31

X: =

2 (+2) 2 (+2) 4
,_3-1 _ 2 1
X= = = —
4 4 2
" 3+1 4
X = = :1
4 4
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Exercicio

4. Resolva em r as seguintes equacdes completas do segundo grau:
a) X’ —2x+1=0 )32 +2z+4=0
b) x* + 7x — 18 e) ! —9t=10
)y —6x+5=0

Discussdo da existéncia das raizes de uma equagéo
do segundo grau

A resolucao de uma equacao do segundo grau dependera
do valor de A, exclusivamente. Entao, dada a forma genérica
da equacao do segundo grau:

ax> + bx + c=01[(Va, b, c) ER; a+ 0],

devemos considerar trés casos:

Primeiro caso: A > 0

Neste caso, a equagao proposta admitird duas raizes reais
e distintas:

A>0 }_}S:{—b—ﬂ, —b+@}

x' #x" 2a 2a

Segundo caso: A = 0
Neste caso, a equacgao proposta admitird duas raizes reais

e idénticas:
A=0 b
XI — XII 2a

Terceiro caso: A < 0

Neste caso, U = R, a equacao proposta nao admitira raizes
no campo r:
A<O

Z X’, X"

Diz-se que as raizes sao imaginarias.

}—>5={}ou®
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EXemplo 1

Discuta em r a existéncia ou nao das raizes das seguintes
equagodes do segundo grau.

aAxX—7x+10=0

Solu¢ao
a=+I1
b=-7
c=+10

A= (=77 =4-(+1)-(+10) =49 —40=9—> A >0
Se A > 0, entao a equacao proposta admitira duas raizes
reais e distintas.

~(=7)£~N9 _ 7%3 {x'z

T T 2

S=1{2,5}
b)t* — 4t+ 4 =0
Solu¢ao
a=+1

b=-4
c =+4
A=(—4)7—4-(+1)-(+4)=16—-16=0—>A=0
Se A = 0, entdo a equagao proposta admitira duas raizes
reais e idénticas.

- (40 _ 4 o s— ()
2-(+1) 2
)3y —y+1=0
Solu¢ao
a=+3
b=-1
c=+1
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A=(—1P2=4-(+3)- (+1)=+1-12=-11—>A<0

Se A < 0, entao a equagao proposta nao admitira raizes
reais.

Logo: S={}=9O
EXemplo 2

Para que valores de k a equacdo: 3x° —2x — k=0

a) raizes reais e distintas
admite: < b) raizes reais e idénticas

C) raizes imaginarias (& R)

Solu¢ao
Estudodo A — A = (=2)> — 4 - (+3) - (—k)
Logo: A =4 + 12k
a) Para que admita raizes reais e distintas — A > 0

A=4+12k>0—>12k>—4—>k>—%

b) Para que admita raizes reais e idénticas — A = 0

A=4+12k=0—12k=—4— kz—%

c) Para que admita raizes imaginarias — A <0

A=4+12k<0—12k< —4— k< -+

3
s @
Exercicios
5. Discuta em r a existéncia de raizes:
A3X —7x+4=0 P —6t+9=0
b)y> =3y +9=0 e) VvV —6v+18=0
)77 —2z-9=0 fy 3> —6u+3=0
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6. Para que valores de k, a equacao:
a) 3x* — 7x — 2k + 3 = 0 admite raizes reais e distintas?
b) kx?» — 3x + 1 =0 admite raizes reais e idénticas?
c) kx’* — (4k + 2)x + 4k — 3 = 0 admite raizes reais?

Equacgbes redutiveis a equagdes
de 2° grau

Sao assim denominadas to-
das as equagoes do 4° grau in-
completas que por uma mudan-
ca de variavel podem ser escri-
tas como equacoes do 2° grau.

A forma genérica para esse tipo de equacao é dada por:
ax' + bxX* +c=0 (Va b, cer,a+#0)
Sao exemplos:
3x' = 5x* =1 =0
7X'+3x +2=0
Para resolvermos essas equacdes, basta substituir x* por y*
e xX° por y.
Procedendo dessa maneira obtemos:
ax*+ bx’+c=0—ay +by+c=0
Entao:

S - {y1/ y2}
A seguir basta conduzi-la a equagao biquadrada. Para tan-

to faz-se:
X1 =+ y1
o=
3 =T 42

X4:_\/y72

X:i y]_)

X =T y2 i
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Exemplo
X' —4xX +3=0
Substituindo x* = y* e x* = y, teremos y* — 4y + 3 = 0.

Basta entao resolver essa equagao como resolveriamos
uma equacao de segundo grau completa.

A=16—4-1-3

A=16 — 12

A=4
442

Y= 2

y' =3

y' =1

Retornando agora a equacao original temos:

s Y

s @
Exercicio
7. Resolva em r as equagoes biquadradas a seguir:
a)4x' —=5x¥ +1=0 d)y'=16
b) 2t =3¢ +1=0 e)3z2' +47 -7=0
o) 5x'=x*+4 fy x* = 3x°
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EQUACOES IRRACIONAIS

Sao assim chamadas todas as equagdes, em que a variavel
aparece como radicando. Assim, temos, como exemplos:

Jx =5
3Ix —1 =2x+3
X —2 =x +1

Resolugéo de uma equagéo irracional

Para resolver uma equacao irracional, devemos transfor-
md-la em uma equacao racional (elevando-se ambos os mem-
bros a uma poténcia conveniente), e a seguir verificar, dentro
das raizes da equacao racional, quais satisfazem a equacao ir-
racional proposta.

Sao mostradas a seguir as resolucoes de tipos de equacoes
Irracionais.

Exemplo 1

Jx =3
Indice = 3 — elevando ambos os membros a terceira po-
téncia obtemos:

x = 27 (equacgao racional)
V =1{27}

Verificacao: Substituindo x por 27, obtemos:
Ux =3— 327 =3
S=1{27}
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Exemplo 2

J9—2x +x=5

Isolando o radical — /9 —2x =5—x

Indice = 2 — elevando ambos os membros a segunda po-
téncia, obtemos:

(9 —2x)* =~ x)’
9 —2x =25 - 10x + x
x> = 8x+16=0— V={4)
Verificacao:
JI—2x +x=5—>,9—-2-4 +4=5
J9—8 +4=>5
J1 +4=5
1+4=5
5=5
5= {4}
Exemplo 3
Jx—4 +x+1=5
Isolando um dos radicais:
JX—4 =5—x+1
Elevando ambos os membros a segunda poténcia, obtemos:

((x —4)> =(5(—x+1)

X—4=25—-10/x+1 + x+1

Reduzindo aos termos semelhantes:

30=10+x +1
ou:
3= Jx +1
226
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Elevando novamente ao quadrado ambos os membros:

3 =(/x+1)
9=x+1
x=8—V ={8}

Verificagao:
8—4 + 8+1 =5
J& + 9 =5
2 +3=5
5 =5
S = {8}
Exemplo 4

M2X+3 — o x+1 = x—2

Elevando ambos os membros a segunda poténcia, obtemos:

2x+3 — Ux+1) =(Ix—2)

2x +3—2-J2x +3)-(x+1) +x+1=x-2
—2- J2x+3)-(x+1) ==2x—6(—2)
J2x+3)-(x +1) =x+3

Elevando ambos os membros a segunda poténcia, nova-
mente, obtemos:
(J2x +3) - (x+ 1) = (x +3)
2x +3)-(x + ) =x* +6x +9
2x* +5x+3=x>+6x+9

Oou:
XX —x—6=0—V={-2,3)}
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Verificagao:

Parax=—2— \[2(=2+3 — /(=2 +1 # /(-2 -2
J-4+3 —J2+41 % 22
=1 —=1 -4

Conclusao: Ao efetuarmos a verificagao para x = —2, nota-se
que esse valor é raiz da equacao racional, mas ndo da irracional.

Parax =3 — [2-3)+3 — @) +1 =3 -2
J6+3 =4 =41
09— & =T
3—

2
1

1
1

= {3}
Opbservacao

Ao resolver equacoes irracionais, vocé deve ter reparado
que nem sempre a solucdao da equagao racional satisfaz a
equacao irracional. Isso ocorre por causa da operagao de ele-
varmos, a poténcias convenientes, ambos os membros, opera-
cao que em alguns casos elimina raizes que poderiam satisfa-
zer a equacgao irracional. Dai, a importancia da verificacao.

| o=

=27 —+\/‘ 27]

| VER\Fici\gﬁb \/5‘73
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s @
Exercicio
8. Resolva em r as equacgoes irracionais abaixo:
a) Ix =2 d) Jx—=3 +x—4 = 2x—7
b) Jx—2 +2=x e) y3x* =2 +1=2x

Q) Yx+2 —x+3 =1 f) 42x+3 = 3x+2

SISTEMAS SIMPLES DO SEGUNDO GRAU

F o caso dos sistemas de duas equacdes (sendo uma do
primeiro grau e a outra do segundo grau na mesma variavel), a
duas varidveis. O grau de um sistema é dado pelo produto dos
graus de cada equacao componente.

Verifique que muitos desses sistemas sao resolvidos com a
utilizacao de artificios de calculos, que sao obtidos depois da
pratica na solugao deles.

EXemploS 1

x+y=7a)

Resolva em r o sistema {x v =10 (b)

Solu¢ao
De (a) obtemos: x + y =7 — x =7 — y (0); substituindo em
(b), obtemos: (7 — y) - y = 10
ou:
y>’—7y+10=0

229
Capitulo 14



Retomando (c)paray=2—=x=7—-y—x=7—-2—x=5
x=5ey=2

paray=5—=x=7—-—y—>x=7—-5—-x=2
x=2ey=5

Portanto, S = {(5, 2), (2, 5)}

EXempl 2
2x + =12
Resolva em r o sistema X 3); @)
x+y- =7 (b)
Solu¢ao
12 -3
De (a): 2x =12 — 3y — X:Ty(C)

Substituindo (c) em (b):

|

12 -3 - _
Ty+y2=7 ou: 2y> =3y —2=0 4 2
y2=-|—2
12 —3
Retomando (¢);: x = Ty
1 3
12-3-[-—— £l
) ey
para: Yy == P P 4
x=27e __ 1
4 VT
12-3-2 12—-6
para: y X 5 5 5
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Exercicio

9. Resolva em r os sistemas a seguir:

a) x+y=20ex-y=99 e) x+2y=20ex-y=42
b) 2x + 3y =24 ex-y= 24 fy X+ )y =58ex—y=

c)2x+y=16ex-y=30 g) X' +y =45ex+y=9
d)x+y=9ex-y=20

RESOLVENDO PROBLEMAS A PARTIR DE
SISTEMAS DE 2° GRAU

Para resolver estes problemas basta resolver um sistema
simples do segundo grau e a seguir verificar se a raiz satisfaz
ou ndo ao problema proposto.

Exemplo |

Se do dobro do produto de dois nimeros inteiros subtraimos
o triplo de um destes, obtemos 35. Sabe-se que a soma deles
é 11. Determinar quais sao esses dois nimeros?

Solu¢ao
2xy =3y =35bex+y=11

Resolvendo o sistema assim determinado, obtemos:

X = - y=7 — (4,7)
2 2 272

dos quais somente (4, 7) satisfaz ao problema, pois pede-se
que os numeros determinados sejam inteiros.

S=1{4,7)

Exemplo 2

Sabendo que a diferenca entre nossas idades é 7 anos e o
produto entre elas atualmente é 494, determine nossas ida-
des, considerando-me o mais velho.
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Solu¢ao

. x — minha idade atualmente
Sejam:

Logo: x —y=7()ex-y=494 (b)

y — sua idade (x > )

De(a) temos x —y=7—x=7 + y(c)
Substituindo em (b): x - y = 494 — (7 +y) -y = 494
ou: y* + 7y — 494 = 0, cuja solucdo é dada por:
y1 =26
{yz =+19
A raiz —26 da equacgao é desprezada, pois estamos tratan-

do de idades, sendo assim positiva.
Logo: y = +19, que substituidaem (c): x =7 + 19 = 26

) minha idade é: 26 anos
Entao:

sua idade é: 19 anos.

s @
Exercicios
10. Calcule as dimensdes de um 10 cm®, sabendo-se que a
retangulo cuja drea é 20 m?, soma das medidas da base
sabendo-se que a soma das (b) com altura (h) é 7 cm.

medidas da base (b) com a {1 se do dobro da medida da
altura (h) € 9 m. (Considerar base (b) de um paralelogra-

b>h.) mo tirarmos a medida da al-
11. Calcule as dimensoes de um tura (h) dele, teremos como

paralelogramo cuja 4rea é resultado 5 m. Sabendo-se
232
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13.

14.

15.

16.

que a area dele é de 12 m?,
pede-se para calcular as me-
didas da base maior e a altu-
ra, considerando-se b > h.

A soma dos quadrados de
dois nimeros é 41. Sabe-se
que a soma dos dois é 9;
pergunta-se: quais sao 0s
ndmeros?

Sabe-se que a soma dos qua-
drados de dois ndmeros intei-
ros é positiva e é igual a 45, e
que a diferenca entre eles é
3. Quais sao os numeros?

A metade do nimero de re-
vistinhas de Sofia, adiciona-
das com as de Leticia, é 10.
Pergunta-se: quantas revisti-
nhas possui cada uma, sa-
bendo-se que o produto entre
nimeros de revistinhas de
cada uma é 48 e consideran-
do-se que Sofia tenha maior
ndmero.

Se do dobro do nimero de
bolinhas de Eduardo sub-
trairmos o triplo do ndmero

17.

18.

19.

de bolinhas de Fabio, tere-
mos como resultado 8 boli-
nhas. Sabe-se que o produto
entre 0os numeros de boli-
nhas de cada um é 14; per-
gunta-se: quantas bolinhas
possui cada um?

A soma entre o dobro do na-
mero de livros que possuo,
com o triplo do que Walter
possui, é igual a 28. Se adi-
cionarmos ao dobro do na-
mero de meus livros o qua-
drado do numero dos livros
de Walter, obtemos 46. Quan-
tos livros cada um de noés
possui?

Calcule as medidas das dia-
gonais de um losango, saben-
do-se que a soma entre elas
¢ 9m e cuja area é 10 m°
(D — diagonal maior; d —
diagonal menor).

O produto entre dois nime-
ros inteiros € 40 e a diferen-
ca entre eles é 3. Pergunta-
se: quais sao 0s numeros?

Respostas
a)3 e) —2 i) A 2.a)S = {2}
. b)S ={—2 , 2}
b) 3 f) 1 ) 1 /
J 0)s={32}
-3 g2 d)S ={—4, +4)
d) 4 h) 4 e)S ={-2)
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. Raizes reais e distintas
(A>0): 4, c

Raizes reais e idénticas

(A=0):d,f

Raizes imaginarias

(A<0):b, e
_13 __ 1
ca) k> 34 c)k = =
b) k= —
4
_ 11
_{ 1/ 2/2/1}
:{ N2 —11—5}
2 )
S={-1,1}

Capitulo 14

d)S={-2,2}
e)S={-1,1}
fS={-3,0,+3}
8.a)S = {8} d) S =
b) S = {2, 3} e)S =
Q)S=0 f)y S =
9.a4)S={(11,9), (9, 11)}
b)S = {(6, 4)}
c)S ={(5,6), (3, 10)}
d)S =1{4,5), (5, 4)}
e)S ={(14, 3), (6, 7)}
f)S={7,3), (=3, =7)}
g)S ={(3, 6); (6, 3)}
10.b=5m,h=4m

b=5cm,h=2cm
11. qou:
b=2cm,h=5cm

12.b=4m,h=3m
13.4e5

14.3e6

. Sofia — 12 revistinhas
" | Leticia — 4 revistinhas

6 Eduardo — 7 bolinhas
" | Fdbio — 2 bolinhas

Eu — 5 livros
Walter — 6 livros

18. D =5m
d=4m

19.5e8
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FUNCOES: QUAL SEU
SIGNIFICADO E APLICACOES

Toda compra que fazemos no comércio depende de varios
fatores. Um deles é o preco dos produtos.
Suponhamos que precisemos adquirir um televisor.

A escolha de um determinado modelo e tamanho do tele-
visor, além de outros fatores, também é funcao do preco.
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Vejamos uma outra situacao.

Dona Alice tem oito netos e preparou para eles um bolo. Ela
dividiu o bolo em oito pedacos e embrulhou-os separadamente.

Assim, para cada neto de dona Alice correspondera um
pedaco do bolo. Ou seja, nenhum dos netos de dona Alice fi-
cara sem bolo e cada um recebera apenas um pedaco.

Em matematica, esse tipo de correspondéncia é chamada
de funcao.

Sentencas matematicas representando funcdes

Selma sempre teve vontade de
aprender a tocar violino. Sabendo,
no entanto, que teria duas horas
vagas na terca-feira e na sexta-fei-
ra resolveu concretizar seu sonho.

Ela foi a uma escola de musica
e obteve a seguinte informacao:

Matricula: R$ 50,00

Mensalidade: R$ 35,00

Selma ficou em ddvida em re-
lacdo a fazer a matricula naquele
momento, pois para ela era impor-
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tante saber quanto gastaria em um ano com as aulas, e assim
ver se esse curso iria caber em seu orcamento. Para descobrir
quanto iria gastar ela procedeu da seguinte maneira:

Chamou de x o nidmero de meses. Assim 35x seria o gasto
envolvido em x meses de aula. Mas ainda faltava incluir a ma-
tricula, assim ela obteve; y = 35x + 50, sendo que y seria o
total gasto em x meses.

Portanto, concluiu Selma, que em um ano (12 meses) ela
gastaria:

y=35X12 + 50
y = R$ 470,00
E acabou por se matricular no curso que ela tanto queria!

Se Selma quisesse, ela poderia ter representado seus gastos
mensais no curso de violino em um grafico cartesiano.

Veremos a seguir como fazer esse tipo de analise.

GRAFICOS CARTESIANOS

A representacao de pontos na reta numerada ja é bastante
conhecida por vocé. Usando o mesmo critério, representamos
pontos no plano cartesiano.

Para tanto, consideramos um sistema assim constituido:
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e duas retas numeradas, perpendiculares entre si, chama-
das de eixos, sendo o eixo horizontal x chamado de eixo
das abscissas e o eixo vertical y, de eixo das ordenadas;

e o0 ponto de encontro dos eixos é chamado origem do sis-
tema e indica o zero para cada um dos dois eixos;

e em ambos os eixos, a marcacao dos pontos devera ser

feita com a mesma unid

ade de medida.

Um ponto, neste sistema assim formado, é representado por

um par ordenado, em que o p

rimeiro elemento deste ponto re-

presenta a abscissa e o segundo elemento representa a ordenada.

Para um ponto P, teriamos: P = (x, y).

Os elementos: x, y — sao
das do ponto em questao.

ambos denominados coordena-

Exemplo
Vamos localizar o ponto P de coordenadas x =2ey=3eo0
ponto Q de coordenadas x = —2 e y = —1 no plano cartesiano:
AY ’
T
3l P2.3) __x
S
11 |
—4 =3 -2 1 R X
1 2 3 4
--@®-----+4 _’I
Q.
-2
-3
—4

Voltando entdo ao exemplo de Selma e seu curso de violi-
no, cujo preco é representado pela férmula y = 35x +50, va-
mos representar seus gastos mensais em um plano cartesiano.
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Seja x — o n? de meses e y — o total pago.

Més (x) Total pago (y)
1 y=35-1+ 50 =R$ 85,00
2 y =35-2+4 50 =R$ 120,00
3 y =353+ 50=R$ 155,00
4 y =354+ 50=R$ 190,00
> y=35-5+ 50 =R$ 225,00
Ay
005 S °
190 4+---------=----=--- Py i
155 4------------ ) i !
1204-------- o
e e
B R R
0 1 2 3 4 5

Exercicios

1. Um ciclista treina diariamente
para participar de uma competi-
cdo. Em cada dia de treino ele
percorre 30 km.

a) Quantos quilometros ele tera
percorrido em 4 dias de treina-
mento?

b) Qual a férmula que representa
o namero de quildmetros per-
corridos em x dias?

c) Quantos quilometros ele tera percorrido em 18 dias de treina-
mento?

d) Construa um grafico cartesiano para representar a quantidade
de quildmetros percorridos em 7 dias de treinamento?
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2. Observe a seqiiéncia de triangulos formada pelos palitos:
L

Com base na sequiéncia de formacao de triangulos, complete a
tabela a seguir:

Ne° de tridngulos N° de palitos a) Qual a lei de formacao
1 3 que relaciona o nimero

5 de triangulos (n) com o
7 nameros de palitos (y)?

---------- b) Quantos palitos serdo
---------- necessarios para formar
---------- 95 triangulos?

c) Desenhe o grafico dessa
funcao.

i [o ol N fo) |l (€, | NNy JOOR § \©)

FUNCAO DO PRIMEIRO GRAU

O custo da producdo de paes em uma fabrica é dado pela
formula:

y = 55x + 30

onde x é o nimero de horas e y é o custo total da producao de
paes.

Nessa férmula, para cada valor de x corresponde um Uni-
co valor de y.

Dizemos entdo que x é funcdo de y e que a férmula y =
55x + 30 é uma fungao do 1° grau.

Esta formula é do tipoy = ax + b, onde a = 55 e b = 30.
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Representando essa funcao do 12 grau em um plano carte-
siano obtemos:

X |y
0 | 30
1 | 85
2 | 140
3 | 195 x

Podemos perceber pelo grafico anterior que a representa-
cdo de uma funcao de 1° grau no plano cartesiano é uma reta.

Portanto, para tracarmos o grafico de uma funcao de 1°
grau é suficiente conhecermos dois de seus pontos.

Uma funcao do 1° grau é definida pela férmula
y =ax + bcom a # 0.

Exemplos

Vamos tracar os graficos das funcoes de 1° grau a seguir:
a)y =3x—1

X y

—1 | —4

0 —1 >
2

2 5

Opbservacao 1
Como a = 3 > 0 temos a inclinacdo da reta para a direita.
Quando a > 0, dizemos que a funcao é crescente.
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b))y =—-2x+5
y
-1 | 7
0 5
&
2 1

Observacao 2

Como a = —2 < 0 temos a inclinacao da reta para a esquerda.
Quando a < 0, dizemos que a funcao é decrescente.

s o ®
Exercicios
3. Quais das formulas a seguir dy=x>+38
sdo funcoes do 1° grau:
a) y=x+1 4.Uma vez identificadas as
b) y =4+ x° funcoes de 1° grau do exerci-
X 1 cio anterior, trace seus res-
Qy=— =T . L
7 2 pectivos graficos.

Raiz ou zero da fungéo de 12 grau
Vamos analisar a fungcado de primeiro grau y = 3x — 6.

Chamamos de raiz ou zero da funcao ao valor de x que faz
com que y seja igual a zero.

Na nossa funcao terifamos, para y = 0O:

0=3x—6
3Xx =06
6

:—:2
XT3

Portanto x = 2 é a raiz dessa funcao.
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De uma maneira geral, sendo a funcdo de 1¢ grau y = ax + b,
sua raiz sera

ax+b=0
ax = —b
b
X= ——
d
Que sera a raiz para toda a funcao de 1° grau.
s o @
Exercicio
5.Reduza as funcées de 12  Exemplo: sey=0=
grau a seguir para a forma 3x+ 2y =6 3 13=0
y = ax + beemseguidade- 2y =6 — 3x
termine para que valor de x, 6 3 —ix — 3
y é igual a zero. y=75"5X 2
3
a) 7x+ 21y =14 REE 5 Xx=3
b) 40y + 9x = 16 . 3x =6
) 55x + 15y =5 X=2

Estudo de sinais da funcéo de 12 grau

Como vimos no exemplo anterior da funcdo de 1° grau
y = 3x — 6, a raiz da funcdo encontrada foi x = 2.

Tracemos agora o grafico AY
cartesiano dessa funcao.
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Como podemos entdo confirmar pela observacao do grafi-
co anterior, em x = 2 a reta corta o eixo x e que y para x = 2
assume o valor zero.

Agora podemos fazer a seguinte pergunta: o que aconte-
ceu com o sinal de y para valores de x maiores e menores
que 2?¢

Para respondé-la
vamos “recortar” o @
grafico anterior e
analisar com mais b
atencao o que esta ©
acontecendo no
eixo dos x:

Y X

Como podemos verificar, para valores de x maiores que
X = 2, y assume valores positivos, enquanto que para valores
de x menores que 2, y assume valores negativos.

Resumindo em liguagem matematica, temos;
para x> 2=y >0
parax =2=vy =0
parax <2 =y <0

Exercicios

6. Estude o sinal das funcoes, x
construindo para tanto o res- 1
pectivo gréfico.

O <

10 —6

Exemplo:y = 3x — 36 AY
A raiz dessa funcao é:
3x =36 =0

3x = 36

x=12
Basta mais um ponto para tra-
carmos o grafico da funcao:

—
TO
Y %

_6_ _______________
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Tomando a parte do grafico
que corresponde ao eixo x.

<9/2

Portanto:
parax>12=y>0
parax=2=y=20
para x <2 =y <0

a) y = —4x + 36

S

Y X

b)y =5x+ 35
c)y=-—-8x—4
d) y = bx

e) y = —5x

7. Dados os graficos a seguir
faca o estudo de sinais.

a)
AY
/ X
+3
P
b)
AY
~2.

Y X

\
I

Funcao constante (ou nula)

Na fungdo constante temos a
funcdo de 1° grau y = ax + b fica reduzida a y = b.

Seja, por exemplo, a fungcdo y = 2, o grafico dessa funcao

= 0 e assim a expressdo da

fica assim:

Ay ou seja, paralelo ao eixo x.
Nesse caso, para qualquer
valor de x, y é sempre posi-

2 tivo, ou em linguagem ma-
tematica:
X Vx=y >0
<
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FUNCAO DO SEGUNDO GRAU

Algumas vezes, ao relacionarmos duas grandezas, obte-
mos féormulas que envolvem expressdes do 2° grau.

Veja no seguinte caso. x — 30

AL

Para determinar a area de um terreno retan-
gular dispidnhamos da seguinte informacao: “a
largura do terreno é 30 metros menor que seu
comprimento”.

X <

Se chamarmos de x o comprimento do terre-
no e x — 30 a sua largura, para
calcular a area teriamos que multiplicar essas dimensoes:

x (x — 30) = x* — 30x

. P 2 ,
Portanto, obtivemos uma féormula, y = x~ — 30x, que nos da
uma relacdo entre as medidas do terreno e sua area total, y.

A férmula y = x* — 30x é do tipo y = ax” + bx + ¢, com
a=1,b=—30e c=0.Nesse caso, a area do terreno é uma
funcao de 2° grau ou quadratica.

Agora, se soubéssemos de antemao que a area do terreno
era de 400 m” e quiséssemos determinar quais as medidas de
seus lados, poderiamos proceder da seguinte maneira:

400 = x* — 30x
ou ainda,
x> — 30x — 400 =0

Resolvendo a equacdao de 2° grau pela féormula de
Bhashara, temos:

A =900 + 1.600

A= 2.500
entao
+30 + 50 x; = —10
X = —
2 X, = 40
246
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Como as dimensdes de um terreno ndo podem ser negati-
vas, a Unica solucao valida nesse caso é x = 40 m.

Portanto, o terreno tera 40 m de comprimentoe 40 — 30 = 10 m
de largura.

Gréafico cartesiano da funcgéo de segundo grau

~ 2 2
A funcdo do 2° grau y = x* — 30x que representa a area do
terreno citado anteriormente pode ser representada em um
grafico cartesiano.

O grafico da funcao do 2° grau tem uma
forma caracteristica, a qual podemos /’@\\
observar na figura ao lado. 7 \

A essa forma da-se o nome de / \
parabola.

Para tracar este grafico sao

b, e N |

=

necessarios alguns pontos: R O e
. & SR

As raf da funca (O s e atoaty
a) As raizes ou zeros da fungao. R 32

e

No caso da nossa funcao,
as raizes seriam:

x*—30x=0
Aplicando Bhashara:
A =900
X T~ X, =0
Chamaremos as raizes da funcdo de segundo grau de P, e
P,, P, = (0,0) e P, = (30,0).

b) A interseccao com o eixo dos y.
A interseccdo pode ser obtida da seguinte maneira:
parax=0—y=0-30-0=0
Chamaremos o ponto da interseccdo de Q e nesse caso

Q =1(0,0)
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c) O vértice da parabola.

O vértice da parabola pode ser determinado pelas seguin-

tes regras:
Xy = -b eYyv = - A
2a 4a
NoO nosso caso temos:
Xy = % =15
yy = =290 — 995

Chamaremos o ponto que representa o vértice de V, nesse
caso V = (15; —225).

d) Construgao do gréfico:

Agora, com essas informacdes podemos tracar nosso grafico:

Y X

Exemplos
Construa os graficos das seguintes funcoes:
I y=x"—4x+3
a) Raizes ou zeros: (y = 0)
X —4x+3=0—P, =(1,0#P,=(3,0
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b) Interseccdo com o eixo y: (x = 0)
y=(07—-4-0)+3=3—-Q=(0;3)

c) Vértice: d) Construcao do grafico:
) b B A _ B Ay
V_{ 2a’ 43} 2, =1
_ —(=4) _
Xy 7. (1) 2
— —4 = —1
Yv 40 3§
V=(2,1) e 1N 4, =
I PNL/Ps
v

II.y=x2—6x+9
a) Raizes ou zeros: (y = 0)
X —6x+9=0
P, = P, =(3,0)
b) Intersec¢cdo com o eixo y: (x = 0)
y=0—-6-0+9

y="9
Q=1(0,9)
c) Vértice: d) Construcao do grafico:
A y
6 Q1
—_— —— 3
Xy 5 ]
. (36—4-1-9)
Yv 7
yv =0
V=30
P, =P, =V
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Exercicio

8. Construa o grafico cartesiano das seguintes fungcdes do 2° grau

a)y=x2—6x+8 d)y=—x2—|—2x—1
b) y =2x" + 3x — 5 e) y=3x"—x+1
c)y=x2—4x—|—4 f)y=—x2—6x—9

Estudo dos graficos das fungdes de 22 grau

Seja a funcdo de 2° grau
y=ax2+bx+ c,coma#0(Va b ceR)

1. Concavidade da parabola

Se a > 0 entdo a concavidade da
parabola sera voltada para cima:

Se a < 0 entdo a concavidade da
parabola sera voltada para baixo:

2. Raizes ou zeros

Como vimos anteriormente, a existéncia e a quantidade de
raizes, para uma equacao do segundo grau, depende Unica
e exclusivamente do A (discriminante).

Assim:

A > 0 — duas raizes € R e distintas
A = 0 — duas raizes € R e idénticas
A<0O— Araizese R
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Da reunido das informacgdes sobre concavidade da para-
bola e raizes das equacoes de segundo grau, podemos desen-
volver o seguinte resumo:

com dois pontos
de interseccao
com O €ixo X.

a>0
A>0 A =20 A<O
e ha duas raizes e ha duas raizes ® n3o existem rai-
e R distintas reais iguais e um zes reais e a pa-

Gnico ponto de
interseccao com
0 eixo X.

rabola nao “to-
ca” o eixo X.

Y X

<
Y %

“y “y “y
\ \
\ .
X X X
v >
V
a<o

A>0 A=20 A<O

AY Vv AY AY

Y X

m
/
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Estudo de sinais da funcéo de 22 grau

A exemplo do estudo de sinais que fizemos para as funcoes
de primeiro grau, agora também estamos interessados em saber
0 que acontece com o valor de y para os valores de x diferentes
das raizes, mas agora para as funcdes de 2° grau.

Tomemos como exemplo a Y
funcao:
y=x"—7x+ 10
O esboco do grafico dessa
funcao é dado ao lado.

10}

Podemos observar que para
valores de x menores que 2, y as-
sume valores positivos. Quando x @ 7
varia de 2 até 5, y assume valores 2
negativos e para valores de x mai- 2\éy5
ores que 5, temos que y assume _9]

9
valores positivos novamente. 4

Y X

Resumindo essas informacdes usando a linguagem mate-
matica temos:
parax<2=y>0

para2 < x<5=y <0
parax>5=y>0

Exemplos
Vamos estudar os sinais das fungdes de segundo grau a seguir:
a) y=x"—2x+ 1
Vamos entdo esbocar o grafico da funcao.
Para tanto determinamos as suas raizes:
x> —2x+1=0
A=4—-—4=0
2+0

pr— pr— 1
X 2
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Como A = 0, a fungdo possui LY
duas raizes reais e iguais. \
Como a =1 > 0, entao o
grafico tem concavidade vol-

tada para cima. O esboco do @ )
grafico é mostrado ao lado: )

1

Y X

Assim, o estudo de sinais para essa funcao fica:

parax < 1=y >0
parax =1=vy =0
parax>1=vy >0

b) y = 2x" — 3x + 10
Novamente, vamos esbocar o grafico da funcdo, mas pri-
meiro precisamos encontrar suas raizes:
2 = 3x+10=0
A=9—-4-2-10
A=9 — 80
A=—-71<0
Como A < 0, a funcdo ndo possui raizes reais. Comoa=2 >0

entdo o grafico da funcao tem concavidade voltada para
cima. O esboco do grafico é mostrado abaixo:

AY

A

S o S

X

Assim o estudo de sinais para essa funcao é:
VXER, y>0
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C) y= —x*+7x—-10
As raizes dessa funcao sdo:
y=-x+7x—-10
A=49 —4(—1)(—10)

A =49 — 40

A=9>0
—7x3

X=——>%

X, =5,x,=2

Como A > 0, a funcdo possui duas raizes reais e distintas.
Porém, nesse caso a = —1 < 0, portanto a concavidade da pa-
rabola é voltada para baixo.

O esboco do grafico fica:

AY
2/@%5 N
© ©

N

O estudo de sinais para essa funcao fica assim:
parax <2 =y<0

para2 <x <5=y>0

parax >5=y <0

Exercicio

9. Estude os sinais das funcoes do exercicio 8.
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Valor méaximo e valor minimo da fungéo de 22 grau
Seja a funcdo de 22 grau: y = ax” + bx + c na qual deseja-

" n

mos saber para que valor de “x” o trinOmio passa por um pon-
to de maximo ou minimo.

Esse estudo envolve a expressdao que nos fornece o xe o y
do vértice da parabola.

Para x = —% a funcdo y passa por um valor maximo ou
minimo dado por:
__A
Y 4a

Observa-se que o valor maximo ou minimo dependera do
sinal de “a”.

A ’, , .
Novamente sea > 0,y = ~, Seréao ponto maximo. Da
a
. — A / e .
mesma maneira, sea <0,y = ~—, serdo ponto minimo.
a

Dos exemplos a seguir vamos determinar os pontos de ma-
ximo ou minimo das funcdes de 2° grau.

Exemplo 1

y=x —7x+ 12
As raizes dessa funcdo sdo x = 3 e x = 4.
Como a = +1 > 0 — (y passa por um ponto de minimo)

Para: x 2 BT K AY

o grafico da funcao passa por

um ponto de minimo dado por: 7
2 X
= — A = _1 =—i —1— ————————— %v ]

Y~ "2 T A 4 4 v
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EXemplo 2
y=—x"+ 10x — 25
A raiz dessa funcao é x = 5

Como a = —1 < 0 — (y passa por um ponto de maximo)
b —(+10) —10 s
Para: x = — = = =5, o grafico da fun-
2 20-1) -2 5
cdo passa por um ponto de maximo, dado por:
A —0
== — pu— pr— O
S P
AY
v X
: >
s @
Exercicios
10. Determinar os pontos de maximo ou minimo das funcoes do exer-
cicio 8.
Respostas
1.a) 120 km c) 540 km 2. Ne° de tridngulos | N° de palitos
b) y = 30x 1 3
d) Akm 2 5
2104----omm o . 3 /
1804-------------- * 4 9
150+------------ e ' !
1 ! : 5 11
T ST 6 3
601----e | . 1 | 7 15
307- M | L : dias 8 17
12 3 45 6 7 n 2n + 1
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a)y =2n + 1 ) ,
b) 191 palitos 5. a)y=—?+?
X =2
9x 2
by = —=2 + =
)y 40 5
y =16
n 9
- Tx , 1
= — +_
c)y 3
=
11
6. a)
X Y
0 — ] ® X
Y A
parax <9 = y>0
> para x=9 =y =0
parax>9 :>y<0
b)
X
a y
0 1
2 parax < —7 = y<0
7 i para X:—7:y:O
1Y : parax> —7 =y >0
C)

Y X

D= N|w
;

Y %<

I
I
!
7
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parax<—% =y>0 8. a)

para x = — =y=0

1
2
parax>—% =y<0

d)

Y X

@ 0

parax <0 =y <0
para x=0=y =0
parax>0 = y>0

e)

Y X

0 ©

parax <0 = y>0
para x=0=y=0
parax >0 = y <0

7.aparax<3 =>y<0
para x=3 =y =0
parax >3 = y>0

byparax<4 = y>0
para x=4 =y =0
parax>4 = y<0
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Y X

Y %

N
Vo)

Y X

Y %

Y X

4

\Y

Y %




O
&
@
/
o~
Y X

parax<2=y>0
para 2 <x<4=y<0
parax >4 =y>0

Y %<

b) @\ /@

Para x < —%:y>0

Para —%<x<1:>y<0

Parax>1=y>0

Y X

C)
®
@\./@
2

parax<2=y>0
para x =2=y =20
parax>2=y>0

d) 1

Y %<

/N

parax<1=y<O0
para x=1=y=0
parax>1=y<O0

e)
@
@\_/@

Y X

VXER=y>0

Y X

parax < =3 =y<0
para x= -3 =y=0
parax > =3 =y <0

. a) ponto de minimo

x=3ey= —1
b) ponto de minimo

o3 ., 49
5 8

c) ponto de minimo
x=2ey=0

d) ponto de maximo
x=Tley=0

e) ponto de minimo
DU R

6 -V 12
f) ponto de maximo
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GEOMETRIA

Geometria significa geo = terra e metria = medida, ou
seja, medida da Terra.

Uma das questdes mais interessantes que envolvem o ini-
cio do estudo da geometria é que acreditava-se na época que
a Terra era plana, e todas as pesquisas baseavam-se nessa pre-
missa falsa, o que ndao impediu, entretanto, o desenvolvimen-
to da geometria.

Foi no periodo entre 500 a 300 a.C. que a geometria se fir-
mou como um sistema organizado e em grande parte isso se
deve a Euclides, mestre na escola de Alexandria (Egito), que
em 325 a.C. publicou Os elementos, uma obra com treze vo-
lumes, que propunha um sistema para o estudo da geometria.

As aplicacbes da geometria em questdes praticas remonta
a milhares de anos.

No Egito, a geometria era usada para medir as terras que
ficavam as margens do Rio Nilo e que depois dos periodos de
inundacao eram divididas para o cultivo.

Era necessario que essas medicoes fossem precisas, pois
eram cobrados impostos pelo uso da terra.
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Outros povos também se ocuparam com o desenvolvimen-
to da geometria, entre eles os gregos.

No nosso estudo usaremos um novo conjunto, semelhante
aos nossos estudos anteriores, porém nesse caso trata-se de
um conjunto de pontos.

Como toda obra (casa, prédio etc.) que comegamos tem de
ter certos alicerces, a geometria também tem os seus, que sao
conhecidos por entes geométricos e nao possuem definicoes.

Exemplificando, temos:

Ponto

Linha Reta

ai

Y

Plano

Superficie

A nomenclatura que adotamos para tais entes geométricos
é a seguinte:
Ponto Letras maidsculas do alfabeto latino.

Exemplos
o p °Q

Ponto “P” Ponto “Q”
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Retas e linhas Letras mindsculas do alfabeto latino.

€ r
Linha "¢" Reta "r"

Planos e superficies Letras mindsculas do alfabeto grego.

L

Superficie "y" Plano "o"

Espaco
Entende-se por espaco o conjunto de todos os pontos.

Figura geométrica
Entende-se por figura geométrica todo e qualquer conjun-

to de pontos. Logo, concluiremos a existéncia de dois tipos de
figuras geométricas:

Figuras geométricas planas: quando o conjunto de pontos
considerados esta situado numa superficie plana.

Exemplos
« B
FI Ca F2EB
Y o
F3Cy F4 C 5
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Figuras geométricas espaciais: quando o conjunto de pontos
considerados esta situado numa superficie nao-plana.

EXemploS

Postulado

Em geometria, entende-se por
postulado toda e qualquer pro-
posicdo por nds ja conhecida e
aceita sempre como verdadeira.

Teorena

Entende-se por teorema toda e
qualquer proposicao que necessi-
ta de um ou mais postulados para
comprovacao de sua veracidade.

Exercicio

1. Classifique as figuras a seguir como figuras geométricas planas e

figuras geométricas espaciais.
a) b) C
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A D~
f
e) ) B 5
A
C
g) < h)
D
B
A
Desafio

2. Sem levantar o lapis do papel, nem passar duas vezes ou mais
pela mesma linha, desenhe essas figuras (chamadas graficos

eulerianos).
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LINHAS PLANAS

Ja vimos:
Linha Reta

Agora veremos algumas definicoes simples mas muito im-
portantes para a linguagem que usaremos daqui por diante.

Semi-reta

Denomina-se semi-reta a cada uma das regidoes em que a
reta ficou dividida segundo um de seus pontos.

P Elementos da figura:
r — reta suporte das semi-retas
b P — origem das semi-retas
—
PA — semi-reta
H .
PB — semi-reta

Segmento de reta

Chama-se segmento de reta, nesse caso, o trecho da reta
suporte com extremos nos pontos A e B.

re Elementos da figura:
r — reta suporte das semi-retas
A — origem das semi-retas:

AB— segmento de reta
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Desafio

3. A figura representa um terreno onde estao situadas sete casas:

Trace trés segmentos de reta que dividam a figura em sete regides,
de tal maneira que em cada uma delas haja sempre uma casa.

Clube de Matemadtica.
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ANGULOS

X
N , .~ )i
| Angulo é a regiao do plano -
limitada por duas semi-retas de 7
mesma origem. X
LIS
Elementos:
O — vértice ¥
H . . .
OX — semi-reta de origem O e sentido O — X
—
OY — semi-reta de origem O e sentido O — Y
Y A
H .\
OX : A
semi-retas dos lados do angulo
—
oY
/.,,
E— XJ’
oX' : A
semi-retas opostas aos lados do angulo
—
oY’
Indicacao:

Poderemos indicar um angulo
por uma letra maidscula enci-
mada por um acento cir-
cunflexo (O), ou simples-
mente por um ndmero enci-
mado por um acento circun-
flexo ( 1), ou, ainda, pelas
trés letras que expressam o
vértice e os lados, sendo
que a representativa do
vértice (encimada por
acento circunflexo, ou
nao) fica entre as duas

que representam os lados
(XOY ou XOY).
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RETAS PERPENDICULARES

Consideremos, duas retas m e n.

Caso os quatro angulos formados sejam congruentes (iguais),
diremos que m e n sao perpendiculares e assim indicaremos:

Usamos o simbolo = pa-
ra aproximagoes. Cuidado
para nao confundi-lo com
37 4 o simbolo = que significa
congruente.

Ho
=

m L n— (lé-se: m “perpendicular a” n)
Logo: 1=2=3=4->mln

Cada um desses angulos é chamado de dngulo reto.

MEDIDA DE UM ANGULO PLANO

Unidade legal de angulo (no sistema brasileiro) é o angulo
reto (r).

Os submultiplos do angulo reto (r) sao os seguintes:

Denominacao Simbologia Valores
grau sexagesimal o 1,
ou grau 90
minuto de angulo , 1 de orau
ou minuto 60 = ©

segundo de angulo " U e mlinuie
ou segundo 60
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Grau

Como vimos no nosso proprio texto, afirmamos que o angu-
lo reto mede 90° e o0 angulo raso mede 180°. Mas qual a ra-
zao para que os valores sejam justamente esses?

Para responder a essa questao devemos nos reportar ao ano de
4.000 a.C., quando egipcios e arabes tentavam elaborar um ca-
lendario. Acreditava-se, nessa época, que o Sol levava 360 dias
para dar uma volta completa em torno da Terra. Dessa manei-
ra, a cada dia, a Terra percorria 1/360 dessa orbita, e assim a
esse arco de circunferéncia fez-se corresponder um angulo que
passou a ser uma unidade de medida e foi chamada grau.

O instrumento usado para
medicao de angulo é o
transteridor. Geralmente é
apresentado como um
semicirculo graduado em
graus e em fracoes
de grau.

OPERACOES ALGEBRICAS COM ANGULOS

Vamos a seguir aprender a realizar operagcdes com angu-
los. Veja com atencao os exemplos:

Exemplo 1
1. Calcule:
a) 26° + 38°40' + 27°50'
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Solu¢ao
26°00’
+ 38°40’
27°50’
91°90" — 91°(60' + 30") — 92°30’

b) 38°40" — 27°50'

Solu¢ao
38°40" — 37°100’
— 27°50' — 27° 50’
10° 50’
c) 3 X 38°40’
Solu¢ao
38°40’
X 3
114°120'

d) 85°42'45" . 3
Solu¢ao

85°42'45" |3
25° 28°34'15"
1° =60’

42"
102’
127

0’'45”

15"

00

270
Capitulo 16



Eﬁhannpﬂo 2
Calcular os valores das medidas do complemento, suple-
mento e replemento do angulo cuja medida é 37°12'42".
Solu¢ao
Calculo do complemento: 90° — 37°12"42"
89°59'60"
—37°12'42"
52°47'18"

Calculo do suplemento: 180° — 37°12"42"
179°59'60"
— 37°12'42"
142°47'18"

Calculo do replemento: 360° — 37°12'42"
359°59'60"
— 37°12'42"
322°47'18"

Bissefriz de angulo

Define-se como bissetriz
de um angulo a semi-reta que,
a partir do vértice, divide o
angulo em duas regides con-

>
gruentes. Assim, a OC divide

o angulo AOB em duas re-
gioes: AOC = COB.
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Exercicio

4. Efetue:
a) 32°20" + 42°00" + 27°08’' d) 38°28" — 29°47’
b) 72°49" — 36°28’ e) 24°20" X 3
c) 28°40" + 27°20' f) 97°36'36" : 3

CLASSIFICACAO DOS ANGULOS

Quanto a suas medidas

1. Angulo nulo ou de uma volta

Chama-se angulo nulo, ou angulo de uma volta, ao angulo
cuja medida vale: 0° ou 360°, respectivamente.

X=Y

e |

2. Angulo agudo

Chama-se dngulo agudo ao angulo cuja medida vale:
0° < XOY < 90°

3. Angulo reto
Chama-se angulo reto ao angu-

lo cuja medida vale: Y
XOY = 90°
) Ou seja, os lados do.angulo es- k
tao sobre retas perpendiculares. O X
272
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4. Angulo obtuso

Chama-se angulo obtuso ao angulo cuja medida vale:
90° < XOY < 180°

o o—>

5. Angulo raso ou de meia-volta

Chama-se dngulo raso, ou dangulo de meia-volta, o angulo
cuja medida vale:

P

XOY = 180° = 2 retos

Quanto a seus lados

1. Angulo convexo

Chama-se angulo convexo ao angulo que ndao contém as
semi-retas opostas aos lados dele. (Pode-se denomina-lo
como angulo agudo.)
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2. Angulo céncavo

Chama-se angulo céncavo ao angulo que contém as semi-
retas opostas aos lados dele. (Pode-se denomina-lo como an-

gulo obtuso.)
X 2

< ®

3. Angulos consecutivos

Chamam-se dngulos consecutivos aos angulos que possuem
em comum o vértice e um lado.

X
O e

No nosso caso, os angulos XOY eYOZ sao consecutivos,
assim como XOY e XOZ, pois possuem o mesmo vértice e
um lado comum.

4. Angulos adjacentes

Sao angulos consecutivos que nao possuem pontos co-
muns.

i XOY e XOZ sio adjacentes.
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5. Angulos opostos pelo vértice

Chamam-se angulos opostos pelo vértice aos angulos que
possuem em comum o Vértice e cujos lados sdo semi-retas
opostas dos lados do outro.

X Y

Y’ X

No nosso caso, XOY e X'OY’ sdo opostos pelo vértice.

Exemplo 1

Qual a medida do angulo que somado a sua quarta parte,
reproduz 30°?

Seja x a medida do angulo procurado:
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EXemplo 2

5.

276

Qual o menor angulo formado pelos ponteiros do reldgio a

seguir:

Se a circunferéncia cor-
responde a 360°, a cada di-
visdo entre as horas cor-
responde a um angulo de

360 )
T = 30°

Logo, como o ponteiro
das horas estd em 3 e o dos
minutos esta em 12, temos
entre os dois ponteiros um
angulo de 3 X 30° = 90°
ou um angulo reto.

Exercicios

O triplo da medida de um an-
gulo adicionado ao seu com-
plemento reproduz 180°.
Qual é a medida do angulo?

O dobro da medida de um
angulo (x) somado com o tri-
plo da medida de um angulo
(y) € 89°18'. Sabendo-se que
a soma de suas medidas é
38°30’, calcule os valores de
suas medidas.

. Qual o valor da medida do

angulo formado pelas bisse-
trizes de dois angulos com-
plementares?

Capitulo 16

8. Qual o valor da medida do
angulo formado pelas bisse-
trizes de dois angulos suple-
mentares?

9. Qual o valor da medida do
angulo formado pelas bisse-
trizes de dois angulos reple-
mentares?

10. Calcule o valor de 3 nas fi-

guras abaixo:

Y



11.

12.

b)
(o]
a+ 27 2+ 230
C)
a+27°
a+ 23°
d) 32 + 30°
a+ 30°

Se ao complemento da me-
dida de um angulo adicio-
narmos o dobro da medida
dele e somarmos 30°, obte-
remos um angulo cuja medi-
da é 180°. Pergunta-se: qual
a medida do angulo?

Se do dobro do suplemento
da medida de um angulo
subtrairmos o triplo do com-
plemento da medida dele,
obteremos um angulo cuja

medida vale 120°. Pergunta-
se: qual a medida do angulo?

.Qual o menor angulo for-

mado pelos ponteiros dos
rel6gios a seguir?

a)
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LINHA POLIGONAL

Ao conjunto de segmentos ®
consecutivos: MN, MP, ... da- /
M

Z
s

se o nome de linha poligonal.
No caso da nossa figura, M é
chamado de origem da poligo-
nal e R é conhecido por extre-

midade da poligonal. :

Dois casos podem ocorrer: M= Re M % R. No primeiro
caso, trata-se de uma poligonal fechada, e no segundo caso,
trata-se de uma poligonal aberta.

POLIGONO

Denomina-se poligono to-
da regido do plano limitada
por uma linha poligonal fecha-
da, em que os lados nao se
cruzam (poligonal simples). . /é A

Elementos principais dos poligonos

e Vértices do poligono: A, B, C, ...

e Lados do poligono: AB, BC, ..., EA

e Diagonais do poligono: AC, AD, ... (segmentos de reta
que unem dois vértices ndo consecutivos dele).

—~

e Angulos internos: EAB = ;\\; ABC = E; BCD = C;...

e Angulos externos: a, B, &, 9, ...: obtém-se o angulo exter-
no de um poligono tomando-se um dos lados e o prolonga-
mento de um de seus lados adjacentes.

278
Capitulo 16



Classificacéo

A classificacao dos poligonos pode ser feita de dois modos
diferentes: ou em relacao ao nimero de lados, ou em relacao
ao nimero de angulos.

Assim, temos:

Ao numero de lados Ao numero de angulos

3 Trilatero Triangulo

4 Quadrilatero Quadrangulo

5 Pentalatero Pentagono

6 Hexalatero Hexagono

7 Heptalatero Heptagono

8 Octalatero Octégono

9 Enealatero Eneadgono
10 Decalatero Decagono
11 Undecalatero Undecagono
12 Dodecalatero Dodecagono
15 Pentadecalatero Pentadecagono

Os poligonos ainda podem ser:

e regulares — quando possuem:

— todos os angulos internos congruentes, e

— todos os lados também congruentes.

* irregulares — quando uma das duas condi¢des acima
nao € verificada.
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DIAGONAL

Denomina-se diagonal de um poligono o segmento de reta
que une dois vértices ndo-consecutivos dele.

Numero de diagonais (d)

Consideremos um poligono convexo de um nimero qual-
quer de lados. A esse nimero chamaremos de n e procedere-
mos da seguinte maneira:

e em cada um dos vértices (n vértices no caso), tracemos to-
das as diagonais;

e como temos n vértices, teremos entdao: n(n — 3) diagonais
por todos os vértices;

* mas procedendo assim chegaremos a um vértice que ja pos-
sua as diagonais tracadas, e o vértice esta situado justamen-
te na metade do nimero de vértices dele. Logo, para obter-
mos o niumero de diagonais de um poligono convexo, deve-
remos dividir o resultado por 2.

Logo, o nimero de diagonais de um poligono convexo de
n lados tem por expressao:

B n(n —3)
d=—7F—

Exemplo 1

Quantas diagonais possui um poligono de 6 lados?
Solu¢iao.

_n(n—=3)
d—#

n==o

Entao:

_6(6-3) _ 6:3
d=—"——=—5-=9

Logo: d = 9 diagonais.
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Exemplo 2

Determinar o poligono cujo
nimero de diagonais é igual
ao nimero de lados.

Solu¢ao
n(n — 3)
d=—""
2
d=n
Entao:
n= (n=3)-n — n—3=2
2
n=2+3
n=>5

14.

Logo esse poligono é o penta-

gono (n = 5).

Exercicios

Determine o nimero de dia-
gonais (d) de um poligono
que possui:

15.

1) n=15

j) n = 20 (icosagono)

Determine o poligono que

possui:

a) d=n

b) d = 2n
c) d=3n
d) d =3~
e) d=6n
f) d=4n

281
Capitulo 16



Desafio

16. Com trés cortes apenas, divida o queijo em oito partes iguais:

Fonte: Clube de Matematica.

ESTUDO DOS TRIANGULOS

Da-se o nome de triangulo ao poligono de trés lados.
Na figura a seguir, temos:

57

e vértices do triangulo: A, B, C
e lados do triangulo: AB, BC, CA

Classificacéo
e Quanto as dimensoées dos lados

Eqtiilatero: quando possui trés
lados com a mesma medida.

Logo: AB=BC =CA
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Isésceles: quando possui dois
lados com a mesma medida.

Logo: AB = BC

Escaleno: quando os trés la-
dos possuem medidas desi-
gualis.

Logo: AB nio = t?f;
BC nio = C_A;
AC nio = AB; C A

e Quanto as medidas dos angulos

Acutangulo: quando possui A
trés angulos agudos.

Logo:
0°< A < 90°
0°< B < 90°

—~

0° < C <90°

Observacao

No caso de os trés angulos serem congruentes, o triangulo
passard a ser chamado tridngulo eqiiidngulo.

A
Retangulo: quando possui
um angulo reto.
Logo: C =90°
ct B
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Obtusangulo: quando pos-
sui um angulo obtuso.

—~

Logo: 90° < C < 180° N
&

Soma dos angulos internos de um friéngulo

A soma da medida dos angulos internos de um triangulo qual-
quer é igual a medida de um angulo raso (ou dois angulos retos).

B

Assim, no triangulo acima temos 1 + 2 + 3 = 180°.

Propriedade do éngulo externo a um triangulo

Em todo triangulo, qualquer angulo externo tem por medida
a soma das medidas dos angulos internos nao-adjacentes a ele.

A

Assim, no triangulo acima temos que 143 = vy ou ainda
que 2+ vy = 180°.
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Exercicios

17. Classifique os triangulos a

18.

seguir como equilatero, isos-
celes ou escaleno.

a)

3cm
3 cm
/;e«\/
b) 4 cm
3 cm 3 cm
C)
r\4f:rn\
2 cm
5cm

Classifique os triangulos a
seguir como acutangulo, re-
tangulo e obtusangulo.

a)

45°

- 45°

19.

C)
25°
120°
35°

Calcule o valor do angulo que
falta nos triangulos a seguir; e
classifique-os segundo seus

angulos:
a)
35°
<] X

60°

60°
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20. Calcule a medida do angulo
a NOs seguintes casos:

a)

2
N
N\

)
70°
N 130°

Capitulo 16

130°
60° i

Desafios

21. (Dica: antes de comecar pe-
gue alguns fésforos e siga as
instrucoes.)

a) Mude a posicdo de trés
fésforos na configuracao
mostrada a seguir e obte-
nha 5 triangulos.

b) Junte 6 fosforos e forme 4
triangulos equilateros.

c) Tire 4 f6sforos e forme 4
triangulos equilateros com
a mesma area.

d) Junte mais trés fosforos e for-
me 5 triangulos equilateros.

/\
/__\

Fonte: Clube de Matematica.



Elementos principais do triangulo
I — Bissetrizes de um triangulo

Define-se como bissetriz de um triangulo o segmento de
reta que, a partir do vértice, divide o angulo ao meio e cujos
extremos sdo o vértice e a interseccdo da bissetriz com o lado
oposto ao angulo considerado (ou seus prolongamentos).

a) Internas

e trés bissetrizes internas:

AR — bissetriz interna
relativa ao angulo A.
BS — bissetriz interna
relativa ao angulo B.

CT — bissetriz interna
relativa ao angulo C.

O ponto | é chamado de incentro do triangulo, centro da
circunferéncia inscrita no triangulo.

b) Externas
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e {rés bissetrizes externas:

AM — bissetriz externa relativa ao angulo externo de A .

—~

BP — bissetriz externa relativa ao angulo externo de B .
CN — bissetriz externa relativa ao angulo externo de C.
Os pontos M, N e Psao chamados de ex-incentro do trian-

gulo, centros das circunferéncias ex-inscritas ao triangulo.

I - Mediatrizes de um tridngulo

Define-se como mediatriz de um triangulo toda reta per-
pendicular ao ponto médio de um lado do triangulo.

Possui trés mediatrizes:

= M,z — mediatriz relativa ao lado AB.

It

RO
OS = Mgc — mediatriz relativa ao lado BC.
OT

Muc — mediatriz relativa ao lado AC.

O ponto O é chamado de circuncentro do triangulo, cen-
tro da circunferéncia circunscrita a ele.

11 — Medianas de um triangulo

Define-se como mediana de um triangulo o segmento de
reta que liga o vértice ao ponto médio do lado oposto.
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Possui trés medianas:
CM — mediana relativa ao lado AB.
AN — mediana relativa ao lado BC.

BP — mediana relativa ao lado CA.
B

C P

O ponto G é chamado de baricentro do triangulo, centro
de gravidade dele.

IV — Alturas de um triangulo

Define-se como altura de um triangulo a medida do seg-
mento de reta sobre a perpendicular tracada do vértice ao
lado oposto (ou ao seu prolongamento).

Onde:

AH, = h; — altura relativa ao lado BC.
BH, = h,— altura relativa ao lado AC.
CH, = h;— altura relativa ao lado AB.

O ponto H é chamado de ortocentro do triangulo.
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Exercicios

22.Se AR é bissetriz interna re-  24.Se o perimetro_do triangulo

lativa ao angulo A do trian- ABC é 25 cm e CN _¢é a media-

gulo a seguir, calcule o valor na relativa ao lado AB, calcule

do angulo BAC. o valor de x da figura a seguir

A
° 12 cm
N
ANYg X
B A R B 5cm ¢

23. Seja OH a mediatriz referen-  25. Seja AH a altura do triangu-

te ao lado AC do triangulo a lo ABC relativa ao lado BC.
seguir, calcule o seu peri- Encontre a medida de A e
metro. =
A de C. A
12 cm M 40°
4 cm
O \S 60° |
BC—— > C -
B L C
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CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

Sao chamadas de congruentes as figuras cujos conjuntos de
pontos, por intermédio de um movimento qualquer, coincidem.

Cas0s de congruéncia de triangulos
e Primeiro caso: Lado-Angulo-Lado (L.A.L.)

Dois triangulos sdo congruentes quando possuem con-
gruentes, respectivamente, as medidas de dois lados e a medi-
da do angulo por eles compreendido.

B B’
Cﬁ\\/\ C,/ZQ\\AI

Os elementos congruentes, lado e angulo, sdo marcados
com o mesmo namero de tracos.

AB = A'B’
B=pR AABC = ANA'B'C’
BC =B'C’

e Segundo caso: Angulo-Lado-Angulo (A.L.A.)

Dois triangulos sdao congruentes quando possuem con-
gruentes, respectivamente, a medida de um lado e a medida
dos dois angulos adjacentes a ele.

B B’
C/<\\A C,/<\\A,

AC = A'C'
A=A’ AABC = ANA'B'C’
C=C'
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e Terceiro caso: Lado-Lado-Lado (L. L. L.)

Dois triangulos sdao congruentes quando possuem as medi-
das congruentes dos trés lados.

B B’
C H A C’ H A/
AB=ARB |
BC =B'C’'  AABC = AA'B'C’
CA=C'A" |

e Quarto caso: Lado-Angulo adjacente-Angulo oposto
(L.A,.A,.)

Dois triangulos sdo congruentes quando possuem con-
gruentes, respectivamente, a medida de um lado, a medida de
um angulo adjacente a ele e a medida do angulo a ele oposto.

B B’
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Exercicios

26. Nas figuras a seguir, os pares
de triangulos sdo congruen-
tes. Identifique os casos de
congruéncia.

a)
C 8 B
A 6 /
7 6 A
B 3 C

b) 6

60° 40°

A
A

e)

293
Capitulo 16



PERPENDICULARISMO

Perpendiculares

Duas retas sao perpen-
diculares quando um dos
angulos por elas formado
for reto. Assim, as retas a e
b sao perpendiculares, pois:
o = 90°, e indica-se a L b
— bl a(o=90°).

Obliquas

Em caso contrario, se
um dos angulos nao for
reto entdao elas sdao ditas
obliquas. E o caso das retas
x e y da figura ao lado, e
indica-se por:

XxLyeyl x(0°<B<90°).
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PARALELISMO

Retas paralelas

Duas retas sdo paralelas
quando ndo possuem ponto em
comum, ou seja:a N b =T e

A\ g

) ) b
indica-se: a// b. >
d
Retas concorrentes
Duas retas sao concorren-
tes quando possuem ponto em p
comum, ou seja: a N b = {P}. b

ANGULOS FORMADOS POR DUAS RETAS PARALELAS

Sejam as retas a e b paralelas interceptadas por uma reta t
(transversal), determinando oito angulos, assim chamados:

Correspondentes

Quando um deles é interno M

e o outro externo, situados no 3
mesmo semiplano com relacao . 3
a transversal t.
. ~ =~ =~ = 6
Assim, temos: 1Te 5; 2e 6; %J7
3e7; 4e 8.

Yo

(ee}
Yo
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Alternos internos

Ambos sdo internos e nao-adjacentes, situados em semi-
planos opostos em relacdo a transversal t.

—~ P P

Assim, temos: 1 e 8, 3 e 5.

Alternos externos

Ambos sdo externos e ndo-adjacentes, situados em semi-
planos opostos em relacdo a transversal t.

—~ o~

Assim, temos: Te 7, 4e 6.

Colaterais internos

Ambos sdo internos e situados no mes-
mo semiplano em relacao a transversal t.

P

Assim, temos: e /5\, 3e 8.

Colaterais externos

Ambos sdo externos e situados no mes-
mo semiplano em relacdo a transversal.

—~

Assim, temos: Te 6, 4e 7.

RELACOES DE CONGRUENCIA ENTRE OS
ANGULOS FORMADOS POR DUAS RETAS
PARALELAS E UMA TRANSVERSAL

Se medirmos e compormos os angulos definidos por duas
retas paralelas e uma transversal, poderemos chegar as se-
guintes relacdes de congruéncia:

—
n
—
Yo

(oe}
YO
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1. Todos os angulos agudos sao congruentes entre si.
Sao eles divididos por tipos:

a) oposto pelo vértice c) alternos internos
2= 14 2=18
6= 18

b) correspondentes d) alternos externos
2=6 4=56
4 =38

2. Todos os angulos obtusos sao congruentes entre si.
Sao eles divididos por tipos:

a) opostos pelo vértice c) alternos internos
1=3 3=5
5=7

b) correspondentes d) alternos externos
1=5 1= 7
3=7

3. A soma de dois angulos em que um é agudo e o outro obtu-
so é 180° (sao suplementares).

P —~ —~ —~

1+ 4 =180° 5+ 8 =180°
2+ 3=180° 6+ 7 =180°
T4+ 2=180° 5+ 6=180°
3+ 4=180° 7+ 8=180°

Opservacao
T4+ 2+ 3 + 4 =360°
5+ 6+ 7+ 8 =2360°
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Exemplo 1

Na figura a seguir determine a medida dos angulos saben-

do-se que 5 = 105°,
t

—)
=)
Yo

1)
) oY
w)
YO

oY)
D

Solu¢ao

Se 5 =105° o angulo 7 que é oposto pelo vértice com
5 é igual a 105°.

Portanto /7\ = 105°].

Como 1 é correspondente a 5— [1=105°

Pelo fato de 3 ser alterno internoa 5 — |3 = 105°

Agora, como 5 e 8 sdo suplementares, temos que
5+ 8 =180°

Mas 5 = 105° entdo
5+ 8 =180°

8 = 180° — 105°

—~

8 = 757

Como 4 é correspondente a

o~

8 —|4 =75°

Pelo fato de 2 ser alterno interno a
8 —|2 = 75°

E ainda como 8 é oposto pelo

—~

vértice com 6 entao g = 75°
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Exemplo 2

Calcule o valor de a.

a) Solucdo
? b Como os angulos BCE e
B D =~
DEA sdo correspondentes,
3 — 10 107° temOS qug R
- BCE = DEA
¢ EA Assim
30 — 10 = 107
300 = 117
117 —
o = 3 o= 39
b) Solu¢do
Como os angulos ABC e
_A B a BCD sao alternos internos
do+8 entao:
o 4
5° b T‘X +8 =80
C D
4o + 24 = 80 X 3
4o = 240 — 24
4o = 216 — |00 = 54°
Y .
Exercicios
t
27. Na figura ao lado, determine os va- %%
lores das medidas dos angulos, saben- -
do-se que: 6 > 5
6 =132° e a// b >
N
8
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28. Na figura abaixo, determine
os valores das medidas dos
angulos B ey, dado a = 42°.

al//bec// d
C d

p.

29. Nas figuras a seguir, determi-
ne o valor do angulo o em

cada caso:
a) a// b;p =108°

%
\
-

b) a// b; 6 =
C)
A2a+10°

Yo

Yo

Yo

lon

/ b

o+ 20°\/
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SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM
POLIGONO CONVEXO DE n LADOS (5)

Observemos a figura a seguir.

Pelo vértice A tracamos as possi-
veis diagonais para o poligono consi-
derado. No nosso caso, temos n = 6
lados, e obtivemos quatro triangu-
los. Logo, o nimero de triangulos é
(n — 2). Mas como a soma dos angulos
internos de um triangulo é 180°, entao,
para um poligono convexo, temos:

S.=(n—2)-180°

Caso do poligono convexo regular

Como em um poligono regular AB=BC=CD =... = FA,
entdio oy = By = v, = ... = 1. Assim, cada angulo interno do
poligono vale:

e/

o, =
n

301
Capitulo 16



SOMA DOS ANGULOS EXTERNOS DE UM
POLIGONO CONVEXO DE n LADOS (5.

A soma da medida dos angulos externos (S.,) de um
poligono convexo de n lados é constante e igual a 360°.

Os angulos interno e externo em relacao a um mesmo vér-
tice sdo adjacentes e somam 180°, entdo:

(o; + o) + B +B) + (7, +7) +...+(M;+1M) =n-180°
desenvolvendo, obtemos:
o+ B +y+ ..+ o+ Pt ... +Ne=n-180°
ou: S;+ S.=n-180°
Se=n-180° — §,
S.=n-180° — (n—2)-180° = 360°
S. = 360°

Observemos a figura a seguir, que ilustra essa afirmacao.
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Caso do poligono convexo regular

Como em um poligono regular AB=BC=CD =...=FA,
entdo o, = B = V. = ... = N.. Assim, cada angulo externo do
poligono vale:

S
O, = ne

Exemplo

E dado um poligono regular convexo de n = 8 lados. Calcule
S, a;, S. 0.

Solucao

a) Calculo de §;:
S;=(n—2)-180 —
—5=(@8-2)-180°=6

b) Calculo de o;:

LS, _ 1080°
: n : 8
c) Calculo de S.:
S. = 360°
d) Calculo de «,:
€ n € 8 ]

Logo: S; = 1.080°, a;; = 135°, S, = 360°, o, = 45°.

Y
Exercicios

30. Calcule a soma dos angulos g)n=12 h) n=15
internos (5)) dos seguintes po- 31 Retome o exercicio anterior
ligonos convexos de n lados: e considerando em cada ca-
a) n=3 dn=6 so o poligono convexo e re-
b)n=4 e)n=9 gular, calcule os angulos in-
c)n=>5 fy n=10 terno (&;) e externo (o).
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QUADRILATEROS CONVEXOS

Define-se como quadrilatero

todo poligono que possui quatro
lados. A

Elementos principais

AN AN AN~

e quatro angulos internos: A; B; C; D
e duas diagonais: AC; BD

e 0s lados AB e CD, assim como BCe AD sio chamados
de lados opostos.

PARALELOGRAMO

E o quadrilatero que possui os lados opostos paralelos.

Classificacéo

Retangulo: paralelogramo cujos angulos sdo congruentes e
os lados opostos, congruentes entre si.

D A
2] 22
-] []
& B

AB = CD; AD = BC
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Losango: paralelogramo cujos lados sdao congruentes e os
angulos opostos, congruentes entre si.

A

Logo: AB=BC =CD = DA

Quadrado: paralelogramo cujos angulos sdo congruentes e
os lados também sao.

D A
] o f—
) Logo:A=B=C =D =90°
BC=BC=CD=AD=1L
-] [] Y
C B

Propriedades dos paralelogramos

Sao validas as seguintes propriedades para os paralelo-
gramos:

1. Os lados opostos sao congruentes; portanto na figura a
seguir:

¢ B
AB = CD; BC = AD
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2. Cada diagonal do paralelogramo o divide em dois tridngu-
los congruentes; portanto na figura a seguir:

AABC = AACD

3. Os angulos opostos sao congruentes; assim na figura a seguir:
D A
C B

CDA = ABC e DCB = BAD

4. As diagonais interceptam-se no ponto
médio; portanto, na figura a seguir:

D A

C B

DM =MBe (CM=MA
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Exercicios

32. Dado o paralelogramo a se-  33. Dado o paralelogramo a se-
guir, encontre o valor de x e guir, determine o comprimen-
as medidas dos angulos. to das diagonais AC e BD.

D A D A
2x + 30 X M
X 3x — 20
C B C B

Dados: AM=7cme DM =5 cm

Propriedades dos reténgulos

As diagonais de um retangulo sdo congruentes; portanto
na figura a seguir temos:

- ,l’o
b/ -
- -
- -
ot -
¥ -
= -
~ -
~ -
-
i - — —_—
o~
- ~
>~ C BD
- A frm—
-
- T
- ~
- -
- -
-
— -
-
- -
-
o}~ =[]

Propriedades dos losangos

As diagonais de um losango sao per-
pendiculares entre si e bissetrizes inter-
nas dos angulos do losango; assim na fi-
gura a seguir temos:

AC 1L BD
AC e BD sio bissetrizes

internas comy=de a=f.
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Exercicios

34. Dado o retangulo a seguir, 35. Dado o losango a seguir, de-
determine o comprimento de termine a medida de A.
suas diagonais. A

D A
j\ ’,/
suz” 0«
C DAY
— —~lp Dado: o = 60°
Dados: BC = 4 cm
e AB =3 cm B

TRAPEZIO

F o quadrilatero que apenas
possui dois lados paralelos (cha-
mados de bases).

AN AN N~

A, B, C, D — angulos internos do trapézio
AD — base menor

BC — base maior

MN — base média

DH — altura do trapézio (h)

Classificacéo
Os trapézios sao classificados em:

D A
Isosceles: quando os lados
ndo-paralelos forem congruentes. N "
Logo: AB = CD
ol
C— B
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Escaleno: quando os lados nao-paralelos ndo forem con-

gruentes.
D A

C B

Retangulo: quando um dos angulos internos for reto.
D A

C=D=90°

Propriedade dos trapéezios

O segmento de reta que tem por extremos os pontos mé-
dios dos lados ndao paralelos de um trapézio é paralelo a
base e tem por medida a soma das medidas das bases divi-

dida por dois.
Assim na figura a seguir:

7—\
N M
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Exercicio

36. Calcule a medida do segmento x, nas figuras abaixo:

a) 6m b)

12 m

MN // BC AD = 6 cm
AN = NB BC = 8 cm
MN = x

X

Desafios

37. (Dica: antes de comecar, pegue alguns palitos de fésforo e siga as
instrucoes.)

a) Junte 24 fésforos e forme 5 quadrados.

b) Junte 24 fésforos e forme 20 quadrados.

c) Mude a posicdo de 3 fésfo-  d) Mude a posicdo de 5 fosfo-

ros e obtenha 3 quadrados ros e obtenha uma figura for-
de mesma area. mada por 3 quadrados.
-—3 .—-I--_-.a
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e) Tire dois palitos de féosforo  f) Tire 3 fésforos deixando 6
deixando dois quadrados triangulos e 3 losangos.

CC

I RVAVAV,

——— c—a

Fonte: Clube de Matematica.
Teorema de Tales

Um feixe de retas paralelas determina sobre duas transver-
sais quaisquer segmentos proporcionais.

De acordo com a figura a seguir, temos:
Sendoa//b//c//detet transversais, temos que
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Tales
Filos6fo grego (625 a.C —546 a.C)

Tales é considerado um dos precursores da ciéncia, pois
substituiu explicagdes miticas sobre o universo por expli-
cacoes fisicas.

Consta que Tales teria conseguido medir a altura de uma
piramide egipcia comparando a sombra por ela projetada
com a de uma haste vertical.

Aplicou assim o principio da semelhanca de triangulos.

Tales foi o primeiro a afirmar que a Lua seria iluminada
pela luz solar, o que permitiria explicar os eclipses lunares.
Conta-se que ele utilizou uma de suas previsdes de eclipse
para atemorizar os exercitos em guerra fazendo-os suspen-
der uma batalha e firmar um acordo de paz.

LINHAS PROPORCIONAIS NOS TRIANGULOS

Teorema
Toda reta paralela a um dos lados de um triangulo determi-
na sobre os outros dois lados (ou sobre seus prolongamentos)
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segmentos proporcionais. Na figura a seguir, podemos con-
cluir, pelo Teorema de Tales, que:

Y
Exercicios
38. Determine a medida de x, em cada um dos casos:
a) AB=BC=6m b) AB = 3cm
DE = 8 m BC =4 cm
EF = x DE = 6 cm
EF = x
A :; \‘\ D T A J'; \\ D o
B‘: \\\ E R B‘: \\\ E R
C,: \\ F C,: \\ F

Y
Y
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c) AB = 4km

BC = 3 km
AD = 12 km
AE = x

RELACOES METRICAS NO TRIANGULO
RETANGULO

Projecao ortogonal de um ponto A sobre uma reta a.

Entende-se por projecao ortogonal de um ponto sobre
uma reta o pé da perpendicular tracada desse ponto a reta
considerada.

o A

] d

Al’
Assim teriamos: A’ é a projecao ortogonal do ponto A so-

bre a reta a.
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Projecao ortogonal de um segmento de reta sobre uma reta r

Para projetarmos um segmento de reta, basta projetarmos
0s seus pontos extremos. Assim, temos:

LA

Relagbes métricas no triadngulo reténgulo

Seja o triangulo ABC retangulo em A (A = 90°), conforme
a figura a seguir:

Os lados AB e AC sido chamados de catetos adjacentes ao
angulo reto. O lado BC é chamado de cateto oposto ao angu-
lo reto é chamado de hipotenusa.

Primeira relacao: A medida de qualquer cateto é a média
geométrica entre as medidas da hipotenusa e sua projecao so-
bre ela.
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Considerando o AABC, obtemos:

AABC ~ ANAHB AABC ~ ANAHC
BC _ AB BC _ AC
AB  HB AB  HC

a _ C a b
ou: — = — ou: — = —

C n b m
Logo: ¢ =a-n Logo: b*=a-m

Segunda relacao: A medida da altura num triangulo retan-
gulo é a média geométrica entre as medidas das projecdes dos
catetos sobre a hipotenusa.

Considerando o AABC, obtemos:

AAHC ~ AABC — HE ~ AH

AH HB @&
m _h _ y- -
p e h m- n —

Terceira relacao: O produto entre as medidas dos catetos é
igual ao produto entre as medidas da hipotenusa e da altura
correspondente a ela.

Considerando AABC da figura da pagina anterior, obtemos:

b =a-
d m}b2-cz=(a-m)~(a'n)—>bz-C2=az~mn
ct=a-n

: b2'C2:az'h2
Logo: b-c=a-h
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Quarta relacao: Teorema de Pitagoras

O quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma dos
quadrados das medidas de cada cateto.

Considerando o AABC da figura, obtemos:

b? =a-m
b? +c?=am+an — b2 +c*=a-(m+n)
c’=a-n

2
b* +c*=a-a
Logo: b* + ¢’ = a°

Aplicagcbes da quarta relagéo
1. Célculo da diagonal d do quadrado em fungao do lado a.

Consideremos o quadrado ABCD da figura abaixo e seja
d = diagonal e a = lado do quadrado.

A D

A

B C
Logo:

Aplicando o Teorema de Pitagoras no ABCD, obtemos:
—a +a =d —d =2a

d=a\2

2. Calculo da altura h de um triangulo eqtiilatero em fungao
do lado a.

Consideremos o triangulo equilatero da figura a seguir e seja:
a = lado do triangulo equilatero e h = altura do triangulo.
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39

40.

41.

Aplicando o Teorema de Pitagoras no AABH, obtemos:

— h* + (i)z = a*

Exercicios

. Considerando-se o triangulo

ABC da figura acima, calcule:
b; m; n; h, p=a + b + ¢
sendo:

a=5cmec=4cm.

Considerando-se o triangulo
da figura acima e dadas as
medidas: m = 6,4 km; n =
= 3,6 km; b = 6 km, calcule
as medidas h;p=a+ b + c;
a; c.

Calcule a medida da diago-
nal (d) de um quadrado de
lado a = 5 cm.
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42.

43.

44,

45.

46.

Calcule a medida do lado (a)
de um quadrado de diagonal
d=5cm.

Calcule a medida do lado (a)
de um triangulo equilatero
cuja altura h = 3 dm.

Calcule a medida da altura
(h) de um triangulo equilate-
ro de lado a = 8 m.

As medidas dos lados de
dois quadrados estdo entre si
assim como 3 esta para 2.
Calcule suas medidas e de
suas diagonais, sabendo-se
que a diferenca entre suas
medidas vale 4 m.

As medidas das alturas de
dois triangulos equilateros
estao entre si assim como 5
esta para 3. Calcule suas me-
didas e de suas alturas, sa-
bendo-se que uma das medi-
das dos lados é 20 m.



Respostas

1. Planas: a,b, ¢, f, g.
Espaciais: d, e, h.

2. Os graficos sao formados por
pontos unidos entre si por li-
nhas retas ou curvas.

A esses pontos da-se o nome
de nos. Nao é possivel re-
produzir todas as figuras

com um sé traco, mas quan-
do essa figura pode ser dese-
nhada sem levantar o lapis
do papel nem passar duas ou
mais vezes pela mesma li-
nha, entdo esse grafico é
chamado de euleriano.

4.a)101°28' d) 8°41’
b)36°21" e)73°
c) 56° f) 32°32'12"
5.45°

6. x =26°12"; y=12°18'
7.45°

8.90°
9.180°
10. a) a =20° c)a =155°
b)a =65° d) a =50°
11. 60°
12.30°
13.a) 180° c) 150°
b) 120° d) 135°
14.a)d =0 f) d =20
b)d =2 g)d=27
c)d=5 h) d =35
d)d =9 i) d =90
e)d =14 i) d =170
15.a) n =5; pentalatero
b) n =7; heptalatero
c) n =9; nealatero
d) n =4; quadrilatero

f) n =15; pentadecalatero
g) n =11; undecalatero

17. a) Equilatero
IsOsceles
c) Escaleno

18. a) Retangulo
Obtusangulo

c) Acutangulo

)
b)
)

)
b)
)
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19.a) x = 55°
Triangulo retangulo
b)y = 60°
Triangulo obtusangulo
c) z = 60°
Triangulo acutangulo
(ou equiangulo)
d)v = 60°
Triangulo acutangulo

20.a)o = 48° d)o = 120°
b)o = 90° e) a = 60°
c)o = 120° f) oo = 50°

21.
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22.70°
23.29 cm
24. 4 cm
25.A=70°e C =50°
26.a) LLL e) LAL
b) ALA f) LA,LA,




30.

31.

32.

33.

34.
35.

a)o = 72°
b)o = 56°
c)o = 150°
d)o = 40°
a) S; = 180°
b) S; = 360°
c) S; = 540°
d) S;=720°
a) o; = 60°
a, = 120°
b) o; = 90°
o, = 90°
c)o; = 108°
o, =72°
d)oa;, = 120°
o, = 60°
x = 50°

e)o = 100°
f) oo = 80°
g) o = 50°
e) S =1.260°
fy S, =1.440°
g) S = 1.800°
h) S, = 2.340°
e) o = 140°
a, = 40°
f) O£,~ = 144°
a, = 36°
g) a; = 150°
a, = 30°
h) a; = 156°
o, = 24°

CDA = ABC = 130°
BAD = DCB = 50°

AC =14 cm
BD = 10 cm
AC=BD =5

P

A = 60°

36.a) x=10m

37.Q)

b)x =7 cm
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d) —— 38.
Ul

I -
!

g-. % 40.

T 41,

¢ l::j;}r==7 42.

o Yo 45,

VAN

XV X
—
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a)x = 8 cm
b)x = 8 cm
c)x =21 km

b= 3cm
n=1,8cm
p=12cm
h = 4,8 km
a= 10,0 km
d=52 m
a=25J§cm
h =443 dm
n=2¢;m
L=12m

€ =8m
L=20m
H= 53 m

m=3,2cm
h=2,4cm

p = 24,0 km
c = 8,0 km

H=12y2 m
h=8¢?m

€ =12m

h=3¢;m




Capitulo

17

TRIGONOMETRIA

A finalidade da trigonometria, do grego trigonom = trian-
gulos, metron = medida, consiste na resolucao de triangulos
por intermédio do calculo e do estudo das funcdes trigonomé-
tricas ou circulares.

Medida dos éngulos e dos arcos

O angulo central (ou céntrico) é obtido medindo-se o arco
compreendido entre os lados dele. Entao, para medirmos um
angulo, poderemos proceder medindo o arco correspondente
a ele e vice-versa. Por isso, poderemos nos referir indistinta-
mente a medida de angulo ou medida de arco. Para exe-
cutarmos qualquer medicao, deveremos primeiramente adotar
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uma medida padrao, que é conhecida por unidade, e determi-
nar quantas vezes (multipla ou submdultipla) ela estara contida
em tal medicao.

Sistemas de medidas frigonométricas

1. Sistema circular
Unidade — Radiano (rad)

Define-se por radiano o angulo central (ou céntrico) que
compreende um arco de circunferéncia de comprimento
igual ao comprimento do raio da circunferéncia.

Da geometria, temos:
C = 2nr (comprimento de uma circunferéncia)

Logo, o niimero de radianos de uma circunferéncia sera:

<
p

= 27 radianos

onde r é o raio dela.

2. Sistema centesimal
Unidade — Arco Grado = Grado
Define-se por arco grado, ou somente grado, o arco que é

igual a um quatrocentos avos (1/400) do comprimento do
arco da circunferéncia.

O grado tem 100 minutos centesimais e, para cada minuto,
100 segundos centesimais.

Este sistema possui submultiplos:
Grado — submdltiplos: — decigrado
— centigrado
— miligrado
— decimiligrado etc.
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. Sistema sexagesimal
Unidade — Arco Grau

Define-se por arco grau o arco que é igual a um trezentos e
sessenta avos (1/360) do comprimento do arco da circunfe-
réncia.

O grau tem 60 minutos e, para cada minuto, 60 segundos.

Este sistema possui submultiplos, mas sem denominacdes
especiais.

. Sistema brasileiro legal de medida

a) Unidade Legal:
E 0 angulo reto.

b) Unidade Legal de Angulo:
E 0 grau sexagesimal, ou grau, ou também o radiano.

Em resumo:

90° = 100 grados = % radianos

180° =200 grados =m radianos

270° = 300 grados = BTE radianos

360° =400 grados =2m radianos

FUNCOES TRIGONOMETRICAS

As funcodes trigonométricas sdo em nimero de seis: seno,

cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante.

A representacao dessas funcoes trigonométricas em funcao

de um angulo, sera:

sen, cos, tg, cotg, sec e cossec.
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Consideremos circulo trigonométrico da figura a seguir.
Define-se por circulo trigonométrico o circulo cuja medida do
raio é unitaria, ou seja: igual a uma medida de comprimento.
Exemplo: T dm, ou 1T cm ou T mm etc.

YA

sentido
anti-horario

180°

xY

sentido
/ horario
270°

Seno de um éngulo

Entende-se por seno de um angulo (o na figura) a medida
da ordenada do ponto P,.

Assim, sen oo = OP,.

Variacao do seno (0 < o < 360°)

Tomando o arco OP como variando no sentido anti-hora-
rio temos:

e 0 <o =< 90°: sen o é crescente, variandode 0 a +1;
e 90° < o < 180°: sen o é decrescente, variando de +1 a O;
e 180° < o < 270°:sen o é decrescente, variandode O a —1;

e 270° < o < 360°: sen o é crescente, variando de —1 a 0.

Esquematicamente, temos:

o 0 /" 190° | / [(180°| / |270°| / |360°
senof O /L +1 N\ 0 N |-/ 0
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Cosseno de angulo

Entende-se por cosseno de um angulo (o na figura) a medi-
da da abscissa do ponto P;.

Assim, cos oL = O_P1.
Variacao do cosseno (0 < « < 360°)

Tomando o arco OP como variando no sentido anti-horéa-
rio temos:

* 0 < o= 90°: cos o é decrescente, variando de +1 a 0;

® 90° < o < 180°: cos o é decrescente, variandode 0 a —1;

e 180° < o =< 270°: cos o é crescente, variando de —1 a 0;

e 270° < o0 < 360°: cos o € crescente, variandode O a 1.

Esquematicamente, temos:

ol 0 /" 1 90° | / [180°| / [270°| / |360°
coso| +1 AN 0 N | -1/ 0

N\

Tangente de um éngulo

Considere o circulo
trigonométrico da figura

180°
ao lado:

270°
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Entende-se por tangente de um angulo (o na figura) a me-
dida do segmento OT, sendo nesse caso positiva ou OT’, sen-
do nesse caso negativa.

Assim, tg oo = OT e tg (180° — o) = OT".

Variacao da tangente (0 < o < 360°)

Tomando o arco OP variando no sentido anti-horério te-
Mos:

e 0 <o =< 90°:tg o é crescente, variando de 0 a +oo;

® 90° < o < 180°: tg o é decrescente, variando de +e a 0;

* 180° < a0 < 270°:tg o é decrescente, variando de 0 a —o;

e 270° < o < 360°: tg o é crescente, variando de —eo a 0.

Esquematicamente, temos:

o 0 /7 190° | / [180°| / (270°| / |360°
tga| O /.| o |\ 0

%
:

N
S
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FUNCOES TRIGONOMETRICAS NO
TRIANGULO RETANGULO

Consideremos o triangulo ABC retangulo em A e vamos
determinar as funcodes trigonométricas a partir de seus ele-
mentos principais, destacados na figura a seguir

N

Seno

O seno de um angulo é igual a razao entre o cateto oposto
ao angulo e a hipotenusa.

Assim, da figura obtemos:

cateto OpOStO

seno angulo =

hipotenusa
Da figura
sen B = AC ou seja: sen 3 b
BC a
~ AC - e
sen C = —— ou seja: seny = —
BC a
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Cosseno

O cosseno de um triangulo é igual a razao entre o cateto
adjacente ao angulo e a hipotenusa.

Assim, da figura obtemos:

cateto adjacente

cosseno angulo =

hipotenusa
cos B = AB ou seja: cos P = <
BC a
~ _ AC . _ b
cos C = —= ou seja: cos Yy = —
BC a

Tangente

A tangente de um angulo é igual a razao entre o cateto
oposto ao angulo e o cateto adjacente a ele.

Assim, da figura obtemos:

cateto oposto
cateto adjacente

tangente angulo =

o~ AC ) b
toc B=— ouseja: t = =
g Y ja: tg B -
tg6= __ ou seja: tgy=L

AC ' b
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As relac;ées entre as fungées cotangente, secante e cosse-
cante sao:

cateto adjacente

cotangente angulo =
cateto oposto

1
tangente angulo

1

secante angulo = -
cosseno angulo

1
seno angulo

cossecante angulo =

DETERMINACOES DE VALORES DAS FUNCOES
TRIGONOMETRICAS DOS ANGULOS DE 30°, 45° E 60°

Fungoes frigonomeétricas de 30° e 60°

Consideremos o triangulo BCD da figura a seguir. Obser-
vando a figura, poderemos extrair os seguintes elementos:
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BC=CD=DB=1

-4
AC = altura do ABCD = #
No AABC temos:
L
senC=sen30°=%:%-%:%
Sl
cos C = cos 30° = f :L23 .%:_3
L
g C =tg30°=—2 L. 2 _ 1 _ A3
W3 2 13z 3 3
2
. V3
sen B = sen 60° = i =L23 .%=_3
L
cosBzcos60°=%:%-%:%
N
tg B =tg 60° = i =Lzﬁ-%=€
2
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Funcdes frigonomeétricas de 45°

Consideremos o quadrado
ABCD da figura ao lado. Ob-
servando a figura podemos ex-
trair os seguintes elementos:

BC=AB=1
AC = diagonal do quadrado \45
de lado L é igual a [/2 :

No AABC temos:

P

sen % = sen 45°

—~

CcOS % = cos 45°

A
2

D C

L 1 _ 2
N2 o N2 2
L _ 1 _ N2
N2 o W2 2

L
— g 45° = £ =1
5 L

Podemos resumir os valores encontrados em uma tabela:

0° 30° 45° 60° 90°
1 V2 e
seno 0 — —_— —_— 1
2 2 2
e 2 1
cosseno 1 —_— —_— — 0
2 2 2
tangente 0 —\/337 1 A3 .|
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Exemplo 1

Calcule a medida da altura do prédio ilustrado na figura
abaixo, sendo dados:

CB=50m B
C = 60° JRaY
D
g .
— E C A
Solucao

Procuremos a funcdo trigonomeétrica que nos dé uma rela-

cdo entre a altura do prédio e o angulo C e a hipotenusa.
Sabe-se que tal funcao é o sen C.

sen C —ﬁ ou sen 60° = — ¢
BC

50
Donde:
c = 50 - sen 60°
c =50 X %
c= 25J3 m=43,3m
Exemplo 2

Calcule a distancia que o observador esta do prédio na fi-
gura a seguir, sendo dados:

CB 50 m

%/
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Solu¢ao

Procuremos a funcdo trigonomeétrica que nos dé uma rela-
cdo entre o cateto adjacente ao angulo C e a hipotenusa.
Sabe-se que tal funcdo é o cos C.

Logo: :
cos C = AC ou COS6OO=L
BC 50
b =50 - cos 60°
1
b= 50 x 2
.
Exemplo 3
Calcule a distancia do observador ao poste, sendo dados:
AB = 40 m )
' \
| 1
C A '”f—_':“!l:__-—'_
‘ b
| i
Solucdo

Procuremos a funcao trigonométrica que nos dé uma relacao
entre o cateto oposto e o cateto adjacente ao B .

o_ b
tg 30° = 10

b =40 X tg 30°

V3

b=40x 2

3
b= 403

=23
3 m m
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Utilizando tabelas trigonométricas

Existem tabelas que ja nos fornecem calculados os valores
de seno, cosseno e tangente dos angulos.

Ha uma tabela no final deste livro que nos fornece os valo-
res de seno, cosseno e tangente para os angulos de 1° a 89°,

variando de grau em grau.

Esses valores foram aproximados para trés casas decimais.

Exercicios

1. Calcule a medida do cateto
AB de um triangulo retan-
gulo ABC, dadas:

e a medida da hipotenusa
BC=6m

e a medida do angulo
B = 30°

2. Calcule a medida do cateto
AC de um triangulo retan-
gulo ABC, dadas:

e a medida da hipotenusa
BC =7cm

e a medida do angulo
C = 45°

3. Calcule a medida do cateto
AC de um triangulo retan-
gulo ABC, dadas:

e a medida da hipotenusa
BC=30m

e a medida do angulo
B = 30°

4. Calcule a medida do cateto
AB de um triangulo retan-
gulo ABC, dadas:
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e a medida da hipotenusa
BC =30m
e a medida do angulo
C = 45°
5. Calcule a medida da altura
H de uma torre de transmis-
sao de energia elétrica, sa-
bendo-se que a medida da
distancia do ponto em que
se encontra o observador até
sua base é de 60m, e do
qual se vé a torre sob um an-
gulo de 60°.

6. Calcule as medidas dos se-
guintes elementos da figura a
seguir.



AL 8. Calcule a medida da altura H
da torre de uma igreja, sa-
bendo-se que a medida da
distancia do ponto em que se
encontra o observador até o

seu ponto mais alto é de
43 m e do qual o observador
a vé sob um angulo de 45°.

]
I
N

n

1 CH =m

| BC BC = a

Sendo dados:

| AH L BC

{ B =60°, C=45°
LAC=6cm, AB=9cm

7. Calcule as medidas dos se-
guintes elementos da figura:

9. Determine a medida do an-
gulo (o), do qual é visto um

AB e AC edificio de 30 m de altura e
dados: que dista do observador
BC=5,0m 50 m.

—

C = 30°

—

A= 90°

| os!

2

RELACOES METRICAS EM TRIANGULOS QUE
NAO SAO RETANGULOS

Primeira relacao: Num triangulo nao retangulo, o quadrado
da medida do lado oposto ao angulo agudo é igual a soma dos
quadrados das medidas dos outros dois lados, menos o duplo
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produto entre a medida de um desses lados e a medida da
projecao do outro sobre este.

Seja o AABC da figura, temos no
ABCH— (H = 90°):
a>=m>+ h* (I)
No AACH — (H = 90°):
b*=n*+ h* (1)

Mas: c=m+ n (III)

Substituindo-se (1) e (Il1) em (I), obtemos:

at=(c—n?+ b*—-nd

a2=b"+c - 2cn

Segunda relagdo: Num triangulo obtusangulo, o quadrado da
medida do lado oposto ao angulo obtuso é igual a soma dos
quadrados das medidas dos outros dois lados, mais o duplo
produto entre a medida de um desses lados e a medida da
projecao do outro sobre este.
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Seja o AABC da figura abaixo.

A A
3

Temos: no ABCH— a*> = m* + h* (IV)

no AACH— b* =n" + h* (V)

Mas — m =c -+ n (V]
Substituindo-se (V) e (VI) em (IV):

a’=(c+n’+ b —n)

a2=hb"+c + 2cn

Reconhecimento da natureza de um frigngulo

Suponhamos um AABC do qual se quer saber se é acu-
tangulo ou retangulo ou, ainda, obtusdangulo. Para tanto,
toma-se a medida do lado que se opde ao maior angulo, ou
seja: a medida do lado maior (seja a) e verificam-se as seguin-

tes relagoes:
a’ < b® + ¢ — é acutangulo (A < 90°)
a’= b’ + ¢ — éretangulo (A = 90°)
a>b*+c? —é obtusangulo (Z > 90°)
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LEI DOS SENOS

Em um triangulo qualquer, as medidas dos lados sdo pro-
porcionais as medidas dos senos dos angulos opostos a ele.

L™

e =
P

Seja AABC da figura acima, onde AH1= h, e BH; = h,

. h _
AAH,B—senB = —— — c-sen B = h,

ﬁ C-senB\:b'senf(I)
AAH1C—>sen6 = Tl_) h, —b-senC
Parte B)
AAHzB—>sen//4\\=h—2—>hzzc-sen//4\ - ~

ff c-senA=a-senC (1)
ACHZB—>sen6=T2—>h2=a'sen6

b _ ¢ a _ _ ¢
De (I) — sen B sen C De (ID) — sen A sen C
Portanto,
a _ b _ ¢
sen A sen B sen C

LEI DOS COSSENOS

Em um triangulo qualquer, o quadrado da medida de um
lado é igual a soma dos quadrados das medidas dos outros
dois, menos o duplo produto entre as medidas desses dois la-
dos e o cosseno do angulo por eles formados.
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Seja o AABC da figura ao lado, C
onde:

a> = b + & —2cn ()

No AAHC cos A =

c7|::

0
Y Y

A A

—~n=hb-cos A (1)

Substituindo (I1) em (I), obtemos:

a=b"+c—2c(bcos K)—> 2=b+—2-b-c-cos A

Exemplo 1

Dado o AABC da figura abaixo, determinar
a medida da projecao de BC sobre AB,
dados:

a=7dam;
b =6 dam;
c =5 dam
C a
Solu¢ao

b*=a*>+c*—2cm
6°=7"+5 —2-5-m— m=3,8dam
Exemplo 2
Reconhecer a natureza do AABC do exercicio anterior:
Solu¢ao
Lado maior — a
a’ = 49
b*+ ¢ =6"+ 25" =61
Portanto, 49 < 61.

Logo o triangulo é acutangulo.
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EXemplo 3

Seja o triangulo DEF, D
onde:

E = 62°;

DE = 8 cm;

EF=5cm F " E
Calcular DF.

Solu¢ao
Pela Lei dos Cossenos, temos:
(DF)? = (DE)* + (EF)* =2 - (DE) - (EF) - cos E
(DF)* = 8"+ 5>—2-8-5-0,4695
DF = 7,1 cm

Exemplo 4

Seja o triangulo GH|,
onde:

H = 58°
1 = 38°; )
GH = 8 cm. ' | | H
Calcular Gl.

Solu¢ao
Pela Lei dos Senos, temos:

GIA GHA - Gl _ 8 — GI=11,0 cm
sen H sen | 0,8480 0,6157
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Exercicios

10. Dadas as medidas dos lados
dos triangulos, identifique-os

12. No triangulo K/M a seguir,

- Anaul calcule M.
como acutangulo, retangulo Dados:
ou obtusangulo. N
a)a=4 bla=4 ca=2 M = 120°
b=3 b=28 b=6 ] = 40°
c=5 c=9 c=7
MK =20 m
11. Seja o triangulo ABC a seguir, K
onde A=75° AC = 8cm e "
AB= 7 cm, calcule BC.
A
J
B C
Respostas
1.AB=5,2m 7.AB=2,5m
2. AC= 4,9 cm AC=43m
3 AC= 15 8. H=30,4m
ART 9.0 =31°
4. AB=212m 10. a) retangulo
5.H=104 m b) acutangulo
6.1 =45 cm c) obtusangulo
m24lzcm 11BC29,2cm
a=38,7cm
7.AB=2,5m
AC= 4,3 m
8. H=30,4m
9.0 = 31°
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circunferéncia

Define-se como circunferéncia o conjunto de todos os
pontos do plano equidistantes de um ponto fixo O, chamado
de centro da circunferéncia, distancia essa que é o raio (r):
OA=0B =r.

Indica-se (O, r) circunferéncia de centro O e raio r.
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Pontos internos
Sdo os pontos cuja distancia ao centro é menor do que o
raio. E o caso do ponto X, onde: OX < OA.

Pontos externos
Sdo os pontos cuja distancia ao centro € maior do que o
raio. E o caso do ponto Y, onde: OY > OA.

Cordas em circunferéncia
Define-se como corda em uma circunferéncia o segmento
de reta cujos extremos pertencem a circunferéncia.

Assim, temos:

AB é corda, pois A€ (O, e B & (O, r e nesse caso
é também chamado de diametro.

MN é corda, pois M€ (O, r) e NE (O,

PN é corda, pois PE (O, n e Qe (O, r

CIRCULO

Define-se como circulo a regidao do plano delimitada por

uma circunferéncia.
circunferéncia
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Acco circular X

Seja a circunferéncia de M
centro O e raio r. Tomemos so-
bre a circunferéncia dois pon-

tos M e N. Define-se como N
arco circular qualquer uma
dessas duas partes. v

Indicando-se por: MXN , lé-se arco MXN;
M/m, |é-se arco MYN

Segmento circular

A corda MN divide o circulo em duas regides. Cada uma
delas é um segmento circular.

segmento
circular

M
segmento
circular

Setor circular

Os raios OA e OB dividem o circulo em duas regides cir-
culares, sendo, cada uma, um setor circular.

Opbservacao 5

Por trés pontos nao alinhados passa uma e somente uma
circunferéncia.
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POSICOES RELATIVAS DE UMA RETA E UMA
CIRCUNFERENCIA

5oy
Y~ YO

8

Se: OR < raio — s é secante
OS = raio — t é tangente
OT > raio — e é exterior

PROPRIEDADE FUNDAMENTAL DA TANGENTE E
DA NORMAL A UMA CIRCUNFERENCIA

A tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio
que passa pelo ponto de contato.

A reta suporte do raio e perpendicular a tangente é chama-
da de normal.

A normal a uma circunferéncia é perpendicular a tangente
no ponto de contato.
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POSICOES RELATIVAS DE DUAS
CIRCUNFERENCIAS

Seja d a medida da distancia entre os centros das circunfe-
réncias. As posicoes das circunferéncias em funcao de d sao:

a) Exteriores b) Tangentes c) Secantes
exteriormente
d>R+ R d—R+R’ R—R <d<R+FR
d) Tangentes ) Interiores
interiormente
d=R-—-FR d<R-R

(}ORRESPONDENCIA ENTRE ARCOS E
ANGULOS - MEDIDAS

Angulo central: quando o vérti-
ce esta no centro do circulo.

m(AOB) = m(AB) B
~ A
AOB: tem por medida a medida do arco compreendido

entre seus lados.
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Angulo inscrito: quando o vértice esta na circunferéncia e os
seus lados sao cordas.

A A

m(BA\C) — M

BAC : tem por medida a metade da medida do arco com-
preendido entre seus lados.

Angulo de segmento: quando o vértice esta na circunferéncia,
um dos lados é corda e o outro é tangente a circunferéncia no
ponto extremo da corda.

B C
t ' t t
*0
o
- AB
m(ABC) = %

ABC: tem por medida a metade da medida do arco compre-
endido entre seus lados.
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Angulo excéntrico

a) Interior: quando seu vérti-
ce € um ponto interno a circun-
feréncia e distinto do centro, e
cujos lados sdao cordas. S

ACB: tem por medida a
semi-soma das medidas dos
arcos compreendidos entre
seus lados.

m(@) + m(ﬁl\’f)
2

m(ACB) =

b) Exterior: quando seu vértice é um ponto externo a cir-
cunferéncia e seus lados sdo ambos secantes, ou um é secante
e o outro é tangente, ou ambos sdo tangentes.

&

@ C
Al
B=B’ ' B=B
A

ACB: tem por medida a semidiferenca entre as medidas
dos arcos compreendidos entre seus lados.

m(AB) — m(A'B")
2

*/

m(ACB) =

R

)
™ --.¢§-*

L F - T e v c : -
RS (R ey T T
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RELACOES METRICAS NO CIRCULO

Relacéo entre cordas

Primeira relacao: A medida de qualquer corda que passe
pela extremidade de um diametro é média geométrica entre as

medidas do diametro e sua projecao sobre ele.
A

T

AC? =CB-CH
Segunda relacao: Em duas cordas que se interceptam, o pro-
duto entre as medidas do segmento de uma é igual ao produ-
to entre as medidas dos segmentos da outra.

<

N
P

PA -PB =PC - PD
Terceira relacao: A medida do segmento da perpendicular
tracada de um ponto qualquer da circunferéncia sobre o dia-
metro é média geométrica entre as medidas dos segmentos que
ela determina sobre o diametro.

)

- >
Qe

(o)

AH? =BH - CH
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Quarta relacao: Relacao entre secantes

Se de um ponto qualquer ex-
terior a um circulo tracarmos
duas secantes, entdo o produto da
medida da primeira pela sua par-
te externa é igual ao produto da
medida da segunda pela sua parte
externa.

PA-PB=PC - FD
Quinta relacao: Relacao entre secante e tangente

Se de um ponto qualquer ex- A
terior a um circulo tracarmos
uma secante e uma tangente, en-
tdo a medida da tangente é a mé- B
dia geométrica entre as medidas
da secante e sua parte externa.

PA? = PB - PC

POTENCIA DE UM PONTO COM RELACAO A
UMA CIRCUNFERENCIA

Nogbes preliminares

Consideremos uma circunferéncia de centro O e raio r e
seja P um ponto exterior a ela. Define-se como Poténcia de
um ponto, em relacdo a uma circunferéncia, o produto

PA - PB.

-2

Logo: PA-PB=PC-PD=...=PI
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Poténcia de un ponto em funcéo do raio
Com efeito: PT- = PM - PN T

Mas PM = PO — OM =

= PO —-—r=d-r N

PN =PO + ON =

= PO +r=d+r

Logo: sz(d—r)-(dJrr)zdz—r2

Exercicios

. Calcule a medida do angulo o, sabendo-se que O é o centro da
circunferéncia.

. Calcule o valor da medida de x nas figuras abaixo:
C)

O

B
AH = x PA = 3 dm AC = x
CH=4cm PB = 8 dm CH=2cm
HB = 9 cm PD = 6 dm HB = 6 cm
PC = x
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A & P
A
C
B B
PA = R =
PB = 64 m PC = 8 km
PC=16m PA = 5 km
P

POLIGONOS REGULARES

L Q
Sado assim chamados os po-
ligonos que possuem:

® seus angulos congruentes;

e seus lados congruentes.

POLIGONOS INSCRITIVEIS E CIRCUNSCRITIVEIS

Sdo inscritiveis os poligonos cujos lados sdao cordas, e
circunscritiveis os poligonos cujos lados sdao tangentes a
circunferéncia.

Assim, temos:
— O AABC é inscritivel e o poligono POQRS é circunscritivel.

Caso os angulos sejam congruentes e os lados também,
entdo o poligono passa a ser regular, observando-se que todos
os poligonos regulares sdo inscritiveis e circunscritiveis a uma
circunferéncia.
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RELACOES METRICAS NOS QUADRILATEROS
INSCRITIVEIS

Primeira relacao:

Em um quadrilatero convexo inscritivel, as medidas dos an-
gulos opostos sdao suplementares.

A
B
D
C
Na figura, temos:
A+ C =180°
B +D = 180°

Segunda relagao: Relacao de Hiparco

Em todo quadrilatero inscritivel convexo, o produto entre as

medidas das diagonais é igual a soma das medidas dos produ-
tos dos lados opostos.

AN

C

AC -BD = AB - CD + BC - AD
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RELACOES METRICAS NOS QUADRILATEROS
CIRCUNSCRITIVEIS.

Primeira relacao: Relacao de Pitot

Em todo quadrilatero cir-
cunscritivel, a soma das medi-

D
.
das de dois lados opostos é A
igual a soma das medidas dos
outros dois. Z
No quadrilatero da figura, X

temos:

C

Y B

AB + CD =BC + AD

ELEMENTOS PRINCIPAIS DE UM POLIGONO
REGULAR
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O — centro da circunferéncia

OA — raio da circunferéncia = re

OP — apétema do poligono regular = ri
AOB — angulo central ou céntrico — (360° : n)
re — raio da circunferéncia circunscrita

ri — raio da circunferéncia inscrita

PROPRIEDADES DOS POLIGONOS REGULARES

Primeira: Dois poligonos regulares com o mesmo némero de
lados sao semelhantes.

Segunda: As medidas dos perimetros de dois poligonos regu-
lares de mesmo ndmero de lados sdo proporcionais
as medidas dos ap6temas e dos raios.

Terceira: As medidas do angulo interno e do angulo central
para um mesmo poligono regular sido suplementares.

RELACOES METRICAS NOS POLIGONOS
REGULARES

Calculo dos lados e apétema en fungéo do raio da
circunferéncia circunscrita (R)

e Triangulo eqdiildtero
1. Calculo do lado: L,

AABD (Pitagoras) —

— (L) + R2=(2R?*—> Ly = Ry3
2. Calculo do apdtema: a;

AOL3A (Pitagoras) — &
2 2
L R~3 R
—)(33)24—(73) :R2—>a3:R2—( \2/7J —>a3:7
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Quadrado

. Calculo do lado: L,

(L) =R*+ R*—> L, = Ry2

—

2. Calculo do apdtema: a, = OP

Hexagono

—

. Calculo do lado: L
AOAB (eqliilatero) —
— L, = R (pois: oy = 60°)
2. Calculo do apotema: aq
A OPA (Pitagoras) —

2
— (36)2 +(§) :R2 — dg — Rﬁ

Relagcbes métricas entre lado (L), raio (R), apotema (a)
No: AOPB (Pitagoras):

OB* =OP” + PB" —

—>R2=az+(i)2—>
2

4R =4a° + I’

De onde podemos concluir as seguintes relacoes:

Lzzm R=%1/4a2 + [ a=%1/4R2 — I’
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e Calculo da medida do lado do poligono regular convexo de
2n lados em funcao do lado do poligono regular de n lados.

_ -

AB = Lo, (}/W
K:Ln A/NC
OB = R =
BD = 2R 2
OF = an

D
De onde: AB> =BE - BD — (L,n)> = (R — an) - 2R (I)

—2

Mas no AOCE — W2 = O_E2 + EC
()
2

AR — I3 (1)

_|_

ou: R%Z =3,

o=

Donde: a, =

Substituindo (II) em (I), obtemos:

uMV=(R—%wMR”—&)-zR
ou: [, = \/2R2 — R\4R* — I,

MEDICAO DA CIRCUNFERENCIA

Considerando-se um poligono regular convexo inscrito e
um poligono regular circunscrito a uma mesma circunferén-
cia, ao limite comuns quando os lados de ambos duplica in-
definidamente, a esse perimetro assim determinado denomi-
naremos comprimento da circunferéncia (C), e a razao entre
esse C e o raio R é constante e igual a 2.

Expresséo do comprimento C da circunferéncia
C=2nR, onde m = 3,141592653...

359
Capitulo 18



A historiado

Os egipcios sabiam trabalhar muito bem com razdes.
Descobriram logo que a razdo entre o comprimento de
uma circunferéncia e o seu diametro é a mesma para
qualquer circunferéncia, o m.

Mas saiba que encontrar o valor de ®© ndo foi uma tarefa facil.
Varios foram os povos e cientistas ao longo da histéria que
com inimeros esforcos foram tornando o valor de ®© mais pre-
ciso, ou seja, aumentando o nimero de suas casas decimais.

Povos e cientistas valor encontrado para
Babilonios 3
Egipcios (ha 3.500 anos) 31/6

um valor entre

Arquimedes (século 11l a.C.) 3,1408 e 3,1428

Ptolomeu (século Il d.C.) 3,14159
Tsu Ch’ung-Chih um valor entre
(século V d.C.) 3,1415926 e 3,1415927
Aryabhata 3,1416

O valor de m com a
aproximacdo de 35 casas
decimais

Ludolph van Ceulen
(século XVI)

O valorde ®t com a
Século XX aproximacao de milhoes de
casas decimais

Foi gracas a Euler que, em 1737, tornou conhecido o sim-

bolo para o namero .
Adaptado do site www.start.com.br/matematica
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Exercicios

. Calcule o valor das medidas
do lado e do apétema para
os poligonos convexos e re-
gulares com o nimero de la-
dos a seguir.

ayn=3 b)n=4 cn=26
Considerar o raio igual a 5 cm.

. Calcule o valor da medida
do lado de um triangulo
equilatero inscrito numa cir-
cunferéncia, sabendo-se que
o ap6tema vale 24/3 dm.

. Calcule o valor da medida
do lado de um triangulo
equilatero inscrito numa cir-
cunferéncia cujo raio é o
ap6tema do quadrado inscri-
to numa circunferéncia de

raio 2«/27m.

. Calcule o comprimento de

é o ap6tema de um quadra-
do inscrito numa circunfe-
réncia de raio 24/2 cm.

7. E dado um quadrado inscrito
numa circunferéncia de raio
R e circunscrito numa outra
circunferéncia de raio r. En-
contre rem funcao de R.

Desafio

8. Sabendo que:

— A se encontra a uma distancia
de 7 cm de C.

— O coincide com o centro do
circulo.

— D se encontra B
a uma distan- K\\

cia de 2cm

de C. o C /D
Qual é o raio

uma circunferéncia cujo raio do circulo?
Respostas
) oo = 130° b)a = 60°
_ _ 7. r= Rﬁ
.a) X = 6cm d)x =4 m 2
b) x = 4 dm €) x=3,9km 8. Este é um problema simples
c)X =4cm . ~
com excesso de informacao.
) L3 =543 cm; a; = 2,5 cm Como |OABC]| é um retangulo
b) Ly =542 cm AC = OB=7cm

a, = 2,5«Ecm
c) Ly =5cm; a 22,5\/37CH’1

.12dm 5. 2«/37m 6. 41 cm

Como |OB| é o raio da cir-
cunferéncia, logo o raio do
circulo vale 7 cm.
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Maiulsculas

MinuGsculas

A—- alpha
B - beta
I'- gamma
A — delta
E - épsilon
Z— zéta
H- eta

0 — théta

I — iota
K- cappa
A — lambda
M- mu

N- nu

E—  ksi

O- omicron
II- pi

P—- rho

> — sigma
T- tau

Y - upsilon
d—- phi

X - khi

Y- psi

QQ— Omega

E X 6 AV IAOUTSTE PR T D3O > ™R

alpha
beta
gamma
delta
épsilon
zéta
eta
théta
iota
cappa
lambda
mu

nu

ksi
omicron
pi

rho
sigma
tau
upsilon
phi

khi

psi
omega
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+ — X += : ou/

| tal que

<

para todo

igual

diferente

maior que

menor que

LA V|

X B produtos de dois conjuntos —
produtos cartesianos

\/7 radical

mdc maximo divisor comum
mmc minimo multiplo comum
= maior ou igual

< menor ou igual

U uniao ou reuniao

N interseccao ou inter

= acarreta em ou implica em

N

aproximado

congruente
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Utilizando tabelas
frigonométricas

Existem tabelas que ja nos fornecem calculados os
valores de seno, cosseno e tangente dos angulos.

A tabela a seguir nos fornece os valores de seno,
cosseno e tangente para os angulos de 1° a 89°, varian-
do de grau em grau.

Esses valores foram aproximados para trés casas de-

T

AN
=
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TABELA TRIGONOMETRICA

o sen o Cos & g « sen o Cos & g
1° | 0,017 | 1,000 | 0,017 | 30° | 0,500 | 0,866 | 0,577
2° 0,035 | 0,999 | 0,035 | 31° | 0,515 | 0,857 | 0,601
3° 0,052 | 0,999 | 0,052 | 32° | 0,530 | 0,848 | 0,625
4° 0,070 | 0,998 | 0,070 | 33° | 0,545 | 0,839 | 0,649
5° 0,087 | 0,996 | 0,087 | 34° | 0,559 | 0,829 | 0,675
6° 0,105 | 0,995 | 0,105 | 35° | 0,574 | 0,819 | 0,700
/° 0,122 | 0,993 | 0,123 | 36° | 0,588 | 0,809 | 0,727
8° 0,139 | 0,990 | 0,141 37° | 0,602 | 0,799 | 0,754
9° 0,156 | 0,988 | 0,158 | 38° | 0,616 | 0, 788 | 0,781
10° 1 0,174 | 0,985 | 0,176 | 39° | 0,629 | 0,777 | 0,810
11° | 0,191 0,982 0,194 | 40° | 0,643 0,766 | 0,839
12¢ 1 0,208 | 0,978 | 0,213 41° | 0,656 | 0,755 0,869
13° 1 0,225 | 0,974 | 0,231 | 42° | 0,669 | 0,743 | 0,900
14° 1 0,242 | 0,970 | 0,249 | 43° | 0,682 | 0,731 | 0,933
15° | 0,259 | 0,966 | 0,268 | 44° | 0,695 | 0,719 | 0,966
16° | 0,276 | 0,961 | 0,287 | 45° | 0,707 | 0,707 | 1,000
17°1 0,292 | 0,956 | 0,306 | 46° | 0,719 | 0,695 | 1,036
18° | 0,309 | 0,951 0,325 | 47° | 0,731 0,682 1,072
19° 1 0,326 | 0,946 | 0,344 | 48° | 0,743 | 0,669 | 1,111
20° | 0,342 | 0,940 | 0,364 | 49° | 0,755 | 0,656 | 1,150
21° 1 0,358 | 0,934 | 0,384 | 50° | 0,766 | 0,643 | 1,192
22° | 0,375 0,927 | 0,404 | 51° | 0,777 | 0,629 1,235
23° 1 0,391 | 0,921 | 0,424 | 52° | 0,788 | 0,616 | 1,280
24° 1 0,407 | 0,914 | 0,445 | 53° | 0,799 | 0,602 | 1,327
25° | 0,423 0,906 | 0,466 | 54° | 0,809 | 0,588 1,376
26° | 0,438 | 0,899 | 0,488 55° 1 0,819 | 0,574 1,428
27° 1 0,454 | 0,891 | 0,510 | 56° | 0,829 | 0,559 | 1,483
28° | 0,469 | 0,883 | 0,532 | 57° | 0,839 | 0,545 | 1,540
29° | 0,485 0,875 0,554 | 58° | 0,848 | 0,530 1,600
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@ sen « Cos a g o a sen o Cos o g o
59¢ | 0,857 | 0,515 | 1,664 | 75° | 0,966 | 0,259 | 3,732
60° | 0,866 | 0,500 | 1,732 | 76° | 0,970 | 0,242 | 4,011
61° | 0,875 0,485 1,804 77° 1 0,974 | 0,225 | 4,331
62° | 0,883 | 0,469 | 1,881 78° 1 0,978 | 0,208 | 4,705
63° | 0,891 | 0,454 | 1,963 | 79° | 0,982 | 0,191 | 5,145
64° | 0,899 | 0,438 | 2,050 | 80° | 0,985 0,174 | 5,671
65° | 0,906 | 0,423 | 2,145 | 81° | 0,988 | 0,156 | 6,314
66° | 0,914 | 0,407 | 2,246 | 82° | 0,990 | 0,139 | 7,115
67° | 0,921 | 0,391 | 2,356 | 83° | 0,993 | 0,122 | 8,144
68° | 0,927 | 0,375 2,475 84° | 0,995 0,105 9,514
69° | 0,934 | 0,358 | 2,605 | 85° | 0,996 | 0,087 | 11,430
70° 1 0,940 | 0,342 | 2,747 | 86° | 0,998 | 0,070 | 14,301
71° 1 0,946 | 0,326 | 2,904 | 87° | 0,999 | 0,052 | 19,081
72° 1 0,951 | 0,309 | 3,078 | 88° | 0,999 | 0,035 | 28,636
73° 1 0,956 | 0,292 | 3,271 | 89° | 1,000 | 0,017 |57,290
74° |1 0,961 | 0,276 | 3,487
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